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Vorbemerkung. 

Die vorliegende Arbeit entstand im Anschluß an die Vorlesung über 
Integralgleichungen, welche mein hochverehrter Lehrer Herr Prof. Hilb, 
dem ich auch sonst viele wertvolle Anregungen und Winke verdanke, 
im Sommersemester 1910 abhielt. Sie zerfällt in zwei Abschnitte; der 
erste behandelt die für numerische Rechnung in Betracht kommenden 
Methoden, die auf Grund ihrer inneren Zusammengehörigkeit nach 
Gruppen geordnet sind, der zweite bringt für die verschiedenen Methoden 
rechnerische Beispiele, welche deren numerische Verwendbarkeit zu ver- 
gleichen gestatten und somit einiges Beweismaterial für die im ersten 
Abschnitt aufgestellten Behauptungen enthalten. Es möge noch be- 
sonders hervorgehoben werden, daß für rein numerische Rechnung in 
erster Linie die Methoden der $$ 5, 7, 8 des ersten Abschnitts in Frage 
kommen. 


Die Abhandlung ist die Bearbeitung der von der 2. Sektion der 
Philosophischen Fakultät für das Jahr 1910 gestellten Preisaufgabe: 


„Die verschiedenen Methoden zur Auflösung unendlich vieler 
linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten sollen mit- 
einander verglichen und auf ihre praktische Verwendbarkeit geprüft 
werden.“ 
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I7Xhschnrtt. 


Die verschiedenen Methoden zur Auflösung von Systemen un- 
endlich vieler Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. 


ar 


Zusammenstellung einiger Definitionen und Sätze aus der Theorie 
der unendlichen Linear-, Bilinear- und quadratischen Formen!). 


(l.) Sind Z,, ls,... irgendwelche komplexe Konstanten, %, %, - . . 
komplexe Variable, so werde 


L)=L,. +59 +: 


eine beschränkte Linearform der unendlich vielen komplexen Variablen 


%, %g, . . . genannt, wenn der „nt° Abschnitt“ von L(x) 
Den 
zo] RUE 
Di a 


seinem absoluten Betrage nach unter einer von n unabhängigen oberen 
Schranke M bleibt für alle Variable x, für welche 


pr=n 
> %\ al 
pr=1 


ist. Für die Beschränktheit von L(x) ist notwendig und hinreichend, daß?) 


P= 80 a BA 
I eh tlblt 


a! 








konvergiert, und zwar ist 





!) Diese Definitionen und Sätze werden im folgenden mit den entsprechenden 
römischen Ziffern zitiert. 
2) I, bedeutet, wie üblich, die zu !, konjugiert-komplexe Größe. 


BER.» a. 29: 


(Vgl. Hellinger und Toeplitz: Theorie der unendlichen Matrizen. 
Math. Ann. Bd. 69, pag. 306, wo sich eine Zusammenstellung der wich- 
tigsten Sätze findet.) 


(II.) Unter der Faltung zweier beschränkter Linearformen 


L,(&) = ba 4 Ip + Lola) = ladı + legt 
versteht man den eine absolut konvergente Reihe darstellenden Ausdruck 


0= 00 
L2,()Ly() = 92 Ip lae- 


Di 


(Hilbert: Gött. Nachr. 4. Mitt. 1906, pag. 159.) 


In Übereinstimmung mit Herrn Schmidt?) werden -wir bisweilen 


L,()Le() = Ar. Lob) Eal‘) = Agn setzen, ebenso A,(-)A,(.) = etc. 


(U) Verschwindet Z,()Z,(), ohne daß gleichzeitig Z,(.)Z,(.) oder 
L,()Z,() verschwindet, d. h. ohne daß Z,(x) oder Z,(x) identisch ver- 
schwindet, so nennen wir ZL,(x) und L,(x) zwei zu einander orthogonale 


Linearformen. (Hilbert: ]. c. pag. 216.) 
(IV.) n nicht verschwindende zu einander orthogonale Linearformen 


o=n 
können nicht linear voneinander abhängig sein, d.h. & c,L.(&) kann 
e=1 
nur dann identisch verschwinden, wenn alle Konstanten c, @=1,2,...,n) ver- 
schwinden. 


(V.) Eine Linearform, die, mit der zu ihr konjugiert-komplexen 
Linearform gefaltet, 1 ergibt, heißt normiert; beispielsweise ist-4,(x) = 
2,8) 
VLOL.() 

(VL) Für ein System unendlich vieler zu einander orthogonaler, 
normierter („orthogonal normierter“) Linearformen: 
L)=y% +lbe%®4+°'- 
LU 412% ''- 


L,(&) = Iptı + bp + ** 


normiert. | 








gilt stets die „Besselsche Ungleichung“ 


p= 080 ar = 00 
3 L,@W)L,@)<3 %°. 
p=1 rl 


3) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, Bd. 25, pg: 53 ff. 
*) Vorkommende Quadratwurzeln sind stets positiv auszuziehen. 


Ist 
p= © Tees 
3 L,@)L,@)=>23 |, 


p=il pval. 
so heißt das Orthogonalsystem „vollständig“. 


(VII). Eine nach orthogonal normierten Linearformen fortschreitende 


Reihe 


v=00 
2 L,(&) 
NZ 
konvergiert dann und nur dann für alle Wertsysteme der x, für 
00 v= 00 
welche 3 |,” konvergiert, wenn 3 |c,|? konvergiert. (Schmidt: |. c. 
v=1 v=1 ; 


pag. 57—60.) 


(VOII. Sind ar %=1,2,...) irgend welche beliebige komplexe Kon- 
stanten, &,y;@=12...) komplexe Variable, so nennen wir 


= 00. k =,00 


K (x, y) Fa Pa, > Air Ki Yk 
i=1 k=1 
eine bilineare Form der unendlich vielen komplexen Variabeln 
Li, Yi (=:1, N) 


i=n k=n 


Kr (%,y) = [K(, Y)ln =>» „Dandiyn 


el 
ihren »ten Abschnitt und bezeichnen sie als beschränkt, wenn der ab- 
solute Betrag von Ä,„(®,y) unterhalb einer von n unabhängigen oberen 
Schranke bleibt, für alle Variable &, y, für welche 


i= 00 i= 00 
2 il? = 123 y:]? et 
Fat i=1 "% 
ist. Wenn speziell «= a, ist, so heißt 


u = 00,560 
Ka,2)=23 2 an 
i=1 k=1 
eine symmetrische oder quadratische Form und K(x,y) die zugehörige 
Polarform; ist a; = a,;, so heißt 
= 00 Ik =i00 
Ked=>3 DI Gu%i% 
eine Hermitesche Form. Sind schließlich in einer Hermiteschen 
Form sämtliche Koeffizienten rein imaginär und unterdrückt man den 
gemeinsamen Faktor 2, so entsteht eine schiefsymmetrische Form 
1* 


ana AR ke: 


i=oo k= 00 
SUN) 23 Siakiyu 
el Kal 
elle? 
Sü Een). Sik — —Ski® (er 2,. 


Eine reelle quadratische Form heißt positiv definit, wenn sie für kein 
Wertesystem der Variablen negativer Werte fähig ist. Notwendig, aber 
nicht hinreichend hiefür ist: 
Ak <S Ai Ark (ET ) 
(Hilbert: l. c. pag. 204.) 


(IX.) Eine bilineare Form heißt vollstetig, wenn sich zu jedem be- 
liebig gegebenen positiven & ein n so bestimmen läßt, daß für alle den 
Bedingungen 

i= 00 k= 00 
r<1, 3 sl 
=] RZ 
genügenden Wertesysteme der Variabeln 
Kay) — Kay) <e 
ausfällt. Ein hinreichendes, aber nicht notwendiges Kriterium der Voll- 
stetigkeit ist die Konvergenz der Doppelsumme 


1.=100, ık="00 


3 2 al’. 


i=1 k=]1 


(Hilbert: l. c. pag. 200 ff.) 


(X.) Ist eine quadratische oder Hermitesche Form beschränkt, 
so ist es auch die zugehörige Polarform und sie besitzt dieselbe obere 
Schranke M, wie die Ausgangsform. 

(Hellinger und Toeplitz: l. c. pag. 303, 306.) 


(XL) Unter der Faltung zweier beschränkter Bilinearformen 
i=0 k=0 i=X& k=0 
K&N)=2., Daıtyaır Key) =D, Dave 


el | il Kl 
können folgende vier Bilinearformen verstanden werden: 
I" En )K.,y) = Zara ay. 
2. Ku. )K(y, Kar > Ed Ci Yy, 
SCH ER Wk (: ‚Lt aD (are U j%ı Yj, (1,%,9 = L 203 
4. K(-,2)K (y, na I Aria zn Ti. 
Eine obere Be der Faltung ist das Produkt der oberen 
Schranken der gefalteten Bilinearformen. 
Unter dem Symbol (x&), bezw. (xy) wird die „Einheitsform“ 
T=00 i=00 


2 %, bezw. ihre Polarform 3’ x;y; verstanden. 
i=1 ie-1 


a a 


(XII.) Die sogenannte Diskriminante 


l—Aa, —Adız -.. — Min 

— Adyı 1 — AQa, PR — Adon 
Al, em ARE wär, 

— Alnı — Ama... 1 — Adın 


der reellen quadratischen Form 
ng i=N i=n k=n 
A AK) ZW —ADI D auKıE 
i=1 i=1 k=1 | 
in welcher A einen willkürlichen Parameter bedeutet, besitzt lauter reelle 


Nullstellen 
am m, am), 


und K,(x,x) gestattet die Darstellung: 





k=n (L (x))? k=n Lw)(x) Lm(r 
K,(®%%)= 3 m K,ay)=2 ‘ a: el 
k=1 k k=1 k 


Dabei bilden die L® (x) («=1, 3,...n) ein der Vollständigkeitsrelation 


k=n 
(2Y)n = S LP) LP (y) 
k= 
genügendes, normiertes en 


Die Am &=1,2,...,n) heißen „Eigenwerte“, die kr selbst 
heißt „Hauptachsentransformation“. 


Ist K(x,x) eine beschränkte quadratische Form von unendlich 
vielen Variabeln, so tritt im allgemeinen zu der Entwickelung nach Ortho- 
gonalformen noch ein Integralbestandteil hinzu, so daß man hat: 


| (c) 
k= "nl zefları;a) 
When Pr 2 
| = “m Ade@() 


Die höchstens abzählbar unendlich vielen e (k=1,2,...) bilden das Punkt- 
spektrum; das Intervall a—b, bestehend aus allen perfekten Punktmengen 
der reellen A= Achse, in denen die e(®%(A) («= 1,2,...) nicht konstant sind, 
heißt das Streckenspektrum der quadratischen Form. Die L;(&) x=1,2....) 
sind orthogonal normierte Linearformen von unendlich vielen Variabeln, 
ähnliches gilt von den sogenannten Differentialformen dP® (A; x) 
(@=1,3,..). Die obere bezw. untere scharfe Grenze des absoluten Be- 
trages der quadratischen Form ÄX(x,x) für alle x, für welche 


i= 00 
Del 
| i=1 
ist, wird dargestellt durch den reziproken Wert des absolut genommen 
kleinsten, bezw. größten Spektralwertes, gleichviel, ob er dem Punkt- 


Be or 


oder Streckenspektrum angehört. (Hilbert: I. c. pag. 160; Hellinger: 
Crelles Journ. Bd. 136 (1909) pg. 210.) 


(XIlI.) Bei einer vollstetigen quadratischen Form existiert kein 
Streckenspektrum und die Eigenwerte A, können, falls sie in unendlicher 
Zahl vorkommen, nur im Unendlichen sich häufen. Es gilt also die 


Entwicklung: 
k=% 2 
KIz, x) — > BEA 
se 
Ähnliches gilt für vollstetige Hermitesche und schiefsymmetrische 
Formen. 
(XIV.) Hat man ein Orthogonalsystem Z, (x), L, (), . ..., für welches 
p= 00 p= 00 
2 LW’<23 m 
pr=1 pi 
ist, so läßt sich dasselbe stets durch Hinzunahme höchstens abzählbar 
unendlich vieler untereinander und zu den Z,(x) orthogonaler normierter 


Linearformen M, (x), M,(&), ... ., in ein vollständiges Orthogonalsystem 
verwandeln, so daß 

p=00 q=%0 pP= Co 

3 ba’ +23 Mw’= 23 © 

p=1 g=1 21 
wird. 


Hier möge noch folgende Bemerkung Platz finden. Sei ein 
Gleichungssystem gegeben von der Gestalt: 
AWea,s Fo» + =N, 
Aa + Ag + =Y, 


so können folgende Fälle eintreten: 
1. Zwischen einer endlichen Anzahl von linken Gleichungsseiten 


besteht eine lineare Abhängigkeit; d. h. es gibt ein System von nicht 
sämtlich verschwindenden Größen c, =1,3,..,n) der Art, daß 


vn 
Dec, eV 
v=]1 
wird für jedes System der «. 
2. Es gibt unendlich viele, nicht sämtlich verschwindende, Größen 
C„ @=1,2,..) — die im einzelnen noch gewissen Konvergenzbedingungen 
zu unterwerfen sind — der Art, daß 


3 4,()=0 

v=|1 
wird für jedes System der «. Wir sagen in diesem Falle kurz: Die 
Gleichungen sind im Unendlichen linear abhängig. 


Da RR, los 


3. Die Gleichungen sind durchaus linear unabhängig; d. h. die 
Relation 
v= 00 
Da A, 
v=l 
ist nur dann für jedes System der x erfüllt, wenn sämtliche c, #=1,2....) 
gleich Null sind. 


Sollen Lösungen existieren, so ist klar, daß mindestens bei Fall 
1 und 2 die y.«=1,3,..) nicht mehr willkürlich wählbar sind, sondern 
entsprechenden Bedingungen genügen müssen. Während aber Fall 1 
verhältnismäßig einfach sich erledigen läßt, gehört der Nachweis, ob 
Fall 2 oder 3 statthat, zu den transzendentesten Problemen der Analysis. 


A. Auf Umformung beruhende Lösungsmethoden. 


Die hierher gehörenden Methoden von Th. Koetteritzsch?), 
E Schmidt°) und OÖ. Toeplitz”’) kommen sämtlich darauf hinaus, 
durch Transformation der linken Gleichungsseiten auf 
notwendig linear unabhängige Linearformen eine etwa 
im Unendlichen bestehende lineare Abhängigkeit unwirk- 
sam zu machen, d. h. diese Abhängigkeit auf die bei der Trans- 
formation zu berechnenden Konstanten abzuwälzen. (s.pag. 6 letzte Zeile.) 


8 2. 
Die Methode von Koetteritzsch. 

Sie besteht darin, die linken Gleichungsseiten sukzessive in solche 
Linearformen überzuführen, daß in der »ten Zeile @=1,3,..) die Koef- 
fizienten von %, %, ..., %»-ı verschwinden, dagegen der Koeffizient 
von &, von Null verschieden ist. Derartige Linearformen können er- 
sichtlich nicht linear abhängig sein. 

Unter den a,(7=y2:;;) und den y;@=1,2.., seien beliebige kom- 
plexe Zahlen verstanden und das Gleichungssystem habe die Form: 
AW=an a tat tm: = 
ARE Hg; tat — Ya 


Ala)=a1%, + 4,3% App er Aw, ZH; 








5) Z. f. Math. Bd. 15. (1870) pag. 1—15, 229—268. 
°) siehe Note ?). 
?) Rendiconti del Circolo mat. di Palermo. Bd. 28 (1909) pag. 2—9. 


Po 108 


Gesucht wird ein System von endlichen Größen 2, =1,2... J, welche 
in (1.) eingesetzt das Gleichungssystem befriedigen. Um nun aus (1.) 
das System 


B, («) = Bet = bu % + 5: % + mm +. =2, 
Ds (x) —— 17 A,(&) + ERBE — boolg + = Dy.Xh — ng, 


k=» 
B,(«)—= 3 M%Ar(e) = by + = 2, 


zu erhalten, hat man sukzessive die Gleichungen 

3 3 3 

A a, 1 +% ae: —(, 
78 3 

ans rge: sl 


BR a Se 
Ne An ” Be ae 


a, ‚+2 (=, 


ee al 


aufzulösen. Det Umordnung der ursprünglichen lecken (1.) und 
Übernahme einzelner Unbekannten als Parameter auf die rechten 
Gleichungsseiten ist es stets möglich ein System (2.) mit nicht ver- 
schwindenden Hauptdiagonalkoeffizienten db, ®@=1,2,...) zu erhalten. 


(2.) läßt sich nun sofort formal auflösen. Um etwa %, zu be- 
rechnen, addiert man sukzessive zur ktea Gleichung die darauf folgen- 
den, multipliziert mit derartigen Faktoren, daß die Koeffizienten von 
%% +1, %&+2,.. . verschwinden. Man findet auf diese Weise, da sämt- 
liche db» @=1,2%,...) + 0 vorausgesetzt sind: | 











EL De, c+1 Dr,c-+2 Derı.n ta Oma 
ee. 
Ik B-LRtI k+2,6+2 ee... 
= | Dr, +3 BT END. un! bi, %+2 
ee 2, Mia mzine De z . Tr TE Ze Ta 
{ Ders, #rs U brsars built: b. +3, +3 (ör+9,2 +2 
bi, N ar ) | 
Be : Zk+3— 
bk+2,n+2 Dk+ı1,s+1 
oder in rekursorischer Form: 
1 3 
% = > |nBa— 241 But +4 2.42 Bu n+2 +... e=2..2 
k 
Del 
| 
Dı,2.+1 = — nr kk 


(4.) be +1,» 1 








] 

Bunt, u Or, r +2 Dr, a +1 — br, k+2 Dir), 

Di re 2 eto u ntr Buntvı Okt te 
k+v,k+v 


Dr, k1»_22°°"-i— 11 bu 0.» Bar): 


Selbst wenn wirklich brauchbare Lösungen existieren, so müssen 
sie sich nicht notwendig in dieser Form (4.) darstellen lassen. Denn 
daraus, daß die Unbekannten gleich den Ausdrücken in (4.) gesetzt 
werden, ist im Falle der Konvergenz der vorkommenden unendlichen 
Reihen bloß zu entnehmen, daß die Unbekannten Gleichungen von 
der Form 


v= 00 


v= 00 
zZ wWWB,)=23 uWz, 


vl v1 


y= 00 v= 00 
2 wB,@)=3 u, 


v=2 v—=)d 
v= 00 v= 00 
MB) = uU, 
v=o_0 v=o_ 
genügen, was keineswegs mit sich bringt, daß die 5,(x) «= 1,2,...) bezw. 


gleich den 2, ®=1,2,...) ausfallen. Es kann daher eintreten, daß die 
Reihen in (4.) divergieren, obwohl Lösungen existieren, und umgekehrt 
können die Reihen in (4.) konvergieren, ohne ein Lösungssystem von 
(1.) bezw. (2.) darzustellen. Hat man ein Lösungssystem von (2.) gefunden, 
dann befriedigt dasselbe, abgesehen von der Konvergenz der linken 
Gleichungsseiten, welche verloren gehen kann, auch die Gleichungen (1.), 
weil jeweils » Linearformen A, (x), Ag(&), - - -, An(x) eindeutig umkehr- 
bar » Linearformen B, (x), B,(&), - - +, B„(&) zugeordnet sind. 


Homogene Gleichungen, bei denen sämtliche , ®=1,2,...) ver- 
schwinden, können nach der Koetteritzschen Methode nur behandelt 
werden, wenn man in (1.) eine oder mehrere Unbekannte als Parameter- 
größen auf die rechte Seite bringt. Über die Matrix des Gleichungs- 
systems und die Vielfachheit etwaiger homogener Lösungen gestattet 
die Methode nichts auszusagen; diese theoretischen und praktischen 
Mängel der Methode beeinträchtigen ihre numerische Verwendbarkeit 
derart, daß sie nur in ganz elementaren Fällen zum Ziele führt und 
im übrigen nur als heuristisches Hilfsmittel betrachtet werden kann. 


RAINER 


83. 
Die Methode von Sehmidt. 


Sie beruht auf der sukzessiven „Orthogonalisierung“ von Linear- 
formen nach Gram®), welche im folgenden kurz beschrieben werden 
soll. Sei wieder das System (1.) aufzulösen; wir suchen durch ge- 
eignete Kombination der A,;(®) k=1,2,... eine Serie von orthogonalen 
Linearformen ZL,(&) «=1,2,...) zu bilden, so daß wieder je » Linear- 
formen der A(x) » solche der ZL(x) eindeutig umkehrbar entsprechen. 


Gleichzeitig machen wir die Voraussetzung, daß die A(x) sämtlich be- 
k= 00 

schränkt sind, daß also 3 ax? @=1,2%,... konvergiert, und wir suchen 
k=1 

nur solche Lösungen, für welche die Summe der Quadrate der absoluten 


T= 00 
Beträge 3 |x;]? konvergiert. Es sei 


i=1 


Le (®) — 6, A, (®) + 02 A; @), 
Isi2) = 1 Aula) SA rende. 
und es sollen die Relationen bestehen: 


L,(.)L.()=0, e=+0 
FARWBIE 


SE oa 


Wegen (5.) kann die erste Relation in (6.) ersetzt werden durch: 


L, 
L, 


0LU=0; @ety.:37), 


2, ler: 





daraus folgt für die Koeffizienten c: 


Cy1 Qıı + Cy2 Os - sreie — Cyy &yı = Ö, 
rk Forle Howe —=0, P=12%..) 


(7.) dkeh2..:) 
Cv1 &,v—1 + (v2 2, v—1 4- a —+ Ay lv» 10, 


1 
Cy1 Av -I- Cy2 %2v ar ... —- vl —_—m 


Cyy 
Nach (IV) sind alle derart gewonnenen Linearformen linear unab- 
hängig. L,(x) verschwindet identisch, wenn zwischen A, (x), A;(&), -.., A»(z) 
eine lineare Abhängigkeit besteht; dann muß auch, wenn die Gleichungen 





8) J. P. Gram: Über die Entwickelung reeller Funktionen in Reihen mittels 
der Methode der kleinsten Quadrate. Crelles Journal Bd. 94. (1883). pg. 41—73. 


ET ae 


k=v 

lösbar sein sollen, 3 c,xya =0 werden, und die »t® Gleichung des ge- 
k=1 

wonnenen Systemes kann ausgeschieden werden. 


Die Lösung des Gleichungssystemes 
Lay tl + =M; 


o=k 
La), lot =U, UL CreYe; 
ee de 
Ile) nıCı 4 Ing&a + En, — Un; (k=]1, Zus) 
k= oo 
ist dann und nur dann möglich, wenn I |v.? konvergiert, und man hat 
k=1 
e=x 
(8.) De Se = 2. 
o=1 


ist das System der ZL,(x) @=1,2,... nicht vollständig, so kann man 
nach (XIV) ein Ergänzungssystem 


MWzm atmet MW.) M()=0, (G=+ k) 
NM )Zzm, a tMma% +, M)MO=1, 
M)L()—=0; 
konstruieren und hat als allgemeinste Lösung 
= g0= 0 
(9.) = Ik Up + Morde, k=12%..) 
— o=1 
wobei die v,, %, ... willkürliche Parameter mit absolut konvergenter 


Quadratsumme bedeuten. Da 


k= 00 k=c0 
DD Ur 
k=1 k=1 





k= 00 
ern‘ 
Zei 


so erhält man das Lösungssystem mit kleinster Summe der Quadrate 
der absoluten Beträge, wenn man = %=:-++—( setzt. 

Die große theoretische Überlegenheit der Schmidtschen vor der 
Koetteritzschen Methode beruht auf der charakteristischen Eigen- 
schaft der orthogonalen Transformation unendlicher Linearformen, die 
Konvergenz der transformierten Linearformen unberührt zu lassen. 
Existiert überhaupt eine Lösung, dann wird sie durch diese Methode 
auch sicher geliefert. 

Außer dieser bei Herrn Schmidt an dritter Stelle rangierenden 
Methode finden sich bei ihm noch einige andere Darstellungsformen 
der Lösungen, die sämtlich auf demselben Prinzip der Orthogonalisierung 
beruhen und zugleich die Angabe expliziter Bedingungen für den Fall 
linearer Abhängigkeit im Endlichen oder Unendlichen gestatten. 


Be © SR 
\ 
Für unsere Zwecke kommen diese Methoden nicht in Betracht, 
weshalb ihre Darstellung unterbleibt. Dagegen benötigen wir folgenden 
von Herrn Schmidt |. c. pg. 64 ff. bewiesenen Satz: 


Ist uns ein System von im Endlichen linear unabhängigen be- 
schränkten Linearformen A, (x), As(&), ... gegeben, sind ferner Z, (), 
L,(%),.... ein damit linear äquivalentes, orthogonalnormiertes System 
und D(x) eine beliebige beschränkte Linearform, dann läßt sich D(«) 
stets auf eine und nur eine Weise in zwei Summanden zerlegen, deren 
einer eine lineare Kombination der A(x&) bezw. der L(«) ist, während 
der andere zu sämtlichen A(x) bezw. L(x) orthogonal ist, und der 
orthogonale Bestandteil hat die Form 











Br 2 Cm A,() 
(a1 Ogp om Ale) 
Ami Am2 e% BR Anl) 
A,() DD ii 
P(«) = Kr RAN . " 2 a () D(@) 


Digi: pp * * am 





Omi Am2 *** mm | 


Wählt man statt der A(x) die L(x) zur Darstellung, so wird 


Pa) = D(e) — & L,() D.() Lu). 
Verschwindet P(x) identisch für jedes D(x), so ist das System der 
L,& @=12... vollständig. 


Für numerische Rechnung dürfte die Schmidtsche Methode 
kaum in Frage kommen. Nur bei ganz speziellen Gleichungssystemen 
läßt sich die Gramsche Orthogonalisierung vollständig durchführen, 
doch scheinen derartige Systeme zu interessanten zahlentheoretischen 
Untersuchungen Anlaß zu geben. Bei der Behandlung solcher „Schmidt- 
scher Systeme“ stieß ich auf Typen folgender Eigenschaft: 


In dem Gleichungssystem: 


K= 60 
DR Qu I He ar) 
k=1 


sei i 
. Ar k=32,3,... 

lim leg. ( ) 
i=& |Adip p=12.., k—1. 








EIUEON 


Sollen Lösungen existieren, so muß ersichtlich 


Kr 
lim 7 —x,, lım — (Yn — Anı%) = Ro, Ta 
n= oo Anı n= oo @n2 
1 p=0-—1 
. - u 
lım = (Yn => > Ann %)) —dIyy ee. 
ng oa=1 


sein, d. h. die Gleichungen bedingen sich gegenseitig so stark, daß 
durch Angabe der +» ®=1,2%,..) für beliebig großes » alle vorher- 
gehenden %,, %s; - - :, Yn bestimmt sind. 


Anmerkung: Die ebenfalls erwähnte Toeplitzsche Methode 
zur Auflösung „zeilenfiniter“ (in jeder Gleichung nur eine endliche An- 
zahl von Unbekannten enthaltender) Gleichungssysteme transformiert 
das gegebene System auf ein anderes von der Form: 


d,,%ı + 3, —- 41, mı Imı = Yı, (mı <ma<...) 
A ‘+ A3, ma ma — Ya ; 


welches im Unendlichen keine lineare Abhängigkeit besitzen kann. Da 
die Methode für die rechnerische Praxis bedeutungslos erscheint, unter- 
lassen wir eine nähere Ausführung derselben. (s. a. Nachtr. pag. 31.) 


B. Die Methode der unendlichen Determinanten. 


Im Gegensatz zu den unter A. behandelten Methoden, welche in 
erster Linie theoretischen Betrachtungen ihre Entstehung verdanken, 
ohne Rücksicht auf ihre praktische Verwertbarkeit, ging bei den un- 
endlichen Determinanten die Praxis der Theorie voraus. Sie wurden 
bereits mit großem Erfolg in der numerischen Rechnung angewendet, 
noch ehe ihre Theorie auf eine sichere mathematische Basis gestellt 
war. : Zu nennen sind die Arbeiten von G. W. Hill®), P. Appell!®), 
H. Poincar6!!) und H. v. Koch), 


°) On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the 
mean motions of the sun and moon. Acta Math. Bd. 8 (1886) pag. 1. 


10) Sur une methode elömentaire pour obtenir les döveloppements en series 
trigonome6triques des fonctions elliptiques. Bullet. Soc. Math. de Fr. Bd. i3 (1885). 
pag. 13. 


11) Remarques sur une möthode de M. Appell pour obtenir.... Bullet. Soc. 
Math. de Fr. Bd. 13 (1886). — Sur les döterminants d’ordre infini. ibid. Bd. 14 (1886). 


12) Sur jla convergence des determinants d’ordre infini. Bihang till Kgl. Sv. 
Vet.-Ac. Handl. Bd. 22, Afd. I, No. 4. — Sur la convergence des döterminants infinis. 
Rendiconti del Circ. m. di Pal. Bd. 28 (1909). Siehe auch das Literaturverzeichnis 
des Vortrages auf dem Stockholmer Kongreß 1909. 


Eu ee 


84. 
Appell - Hill- Poinecare. 


Die Appellsche Methode besteht einfach darin, in den ersten 
n Gleichungen des Systemes die Koeffizienten der Unbekannten 2,4% 
(k=1,2,...) gleich Null zu setzen und aus den so verkürzten » Gleichungen 
die Unbekannten &,, &%, ..., &, als Determinantenquotienten zu be- 
rechnen. Sodann wird in diesen Quotienten der Grenzübergang für n = 
vorgenommen und die erhaltenen Grenzwerte den gesuchten Unbekannten 
gleich gesetzt. (Ähnlich Hilbert: 4. Mitt. pag. 162.) 

Es beruht lediglich auf einem glücklichen Zufall, daß sich in dem 
speziellen Beispiel Appells auf diese primitive Weise Lösungen her- 
stellen ließen, wie Herr Poincare in einer Zusatznote!!) gezeigt hat. 

Das Ergebnis dieser interessanten Untersuchung ist im wesent- 
lichen das folgende: 

Ist mit den beliebigen Konstanten a,, @k=1,2,...) ein homogenes, 
bezw. durch Einführung einer Hilfsvariabeln homogenisiertes, Gleichungs- 
system vorgegeben in der Gestalt 


Kk= 00 
(10.) DOOR —=N. =12...) 


k=1 
und wird ein System der x, k=1,2,...) gesucht, welches die Reihen in 
(10.) absolut konvergent macht und jeder einzelnen Reihe den Grenz- 
wert Null verleiht, so stelle man sich eine beliebige unendliche Folge 
von Zahlen «,, @&, ... auf, für welche la,|<|“|<--- und limla,„ =» 
2 n=&X0 


ist und bestimme sich eine ganze transzendente Funktion F(x) vom 
Geschlechte Null mit diesen «&, @, ... als einzigen Nullstellen. Nun 
lassen sich ferner stets ganze transzendente Funktionen ©, (x), (x), - 
finden derart, daß für jedes © und % 
Olar) = ir 

ist. Sei nun („ ein Kreis um den Nullpunkt, dessen Radius r„ der 
Bedingung 

n\<irn<In + 


genügt, und ist ıw(x) eine integrierbare Funktion, für welche 


+ 

una wen 
Or 

le) 


Fa) 
die gesuchten Werte &,, &%, ...., womit die Auflösung von (10.) auf die 


wird, ‚so haben wir in den Residuen von an den Stellen &,, @&, ... 


BAND: 


Bestimmung entsprechender Funktionen Y(x) zurückgeführt ist. (In 
dem speziellen Falle des Herrn Appell ist 9;,(x) = x! «=1,2,... und 
(x) eine Konstante; der letztere Umstand bedingt den Erfolg seiner 
Methode.) 

Für numerische Rechnung kommt das Appellsche Verfahren, 
wegen der Seltenheit der Fälle, in denen es zum Ziele führt, schwer- 
lich in Frage. 


Bei Appell handelt es sich nicht um unendliche Determinanten 
schlechthin, sondern um den Grenzwert des Quotienten zweier Determi- 
nanten. Mit einer tatsächlich unendlichen Determinante rechnet zum 
ersten Mal G. W. Hill, der darum auch als Begründer dieser Theorie 
angesehen wird. Die Integration einer linearen, homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mittels der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten führt ihn auf ein homogenes System von unendlich vielen 
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Die Koeffizienten des 
Systems enthalten noch einen zu bestimmenden Parameter. Genau wie 
bei endlichen Gleichungssystemen setzt nun Hill die Determinante des 
Systems gleich Null und verwendet diese Gleichung mit Hilfe eleganter 
Umformungen zur Ermittelung des Parameters. Auf Existenz- und 
Konvergenzbeweise verzichtet Hill und rechtfertigt sein numerisches 
Experiment durch den Erfolg. Diese Lücke wurde von Herrn Poin- 
car6 ausgefüllt (siehe Note 11.,), der bei dieser Gelegenheit das erste 
Konvergenzkriterium unendlicher Determinanten aufstellte und nachwies, 
daß man mit solchen konvergenten Determinanten wie mit endlichen 
rechnen darf. Die Resultate seiner Abhandlung finden sich im folgenden 
Paragraphen mit angeführt. 


8 5. 


Helge von Koch. 


Auf der von Poincar& geschaffenen Grundlage weiterbauend hat 
Herr H. v. Koch die Theorie der unendlichen Determinanten aufge- 
nommen und in gewissem Sinne zum Abschluß gebracht. Wir setzen 
im folgenden seine Resultate wegen ihrer Wichtigkeit für die numerische 
Praxis ausführlich auseinander: 

Sei ein Schema beliebiger komplexer Größen 
4 Ass Ays 
As: Ass Ass 


(11) 
Azı Ass Ass 


EN ne 


d=00 

gegeben; ferner sei ZZ A, absolut konvergent oder, was dasselbe, 
{1 

di= 


IT (1+|jA4x—1|) konvergent. Wir bilden dann eine Reihe neuer Pro- 


i=1 
I=00 

dukte, indem wir in IZ A, die zweiten Indices auf alle mögliche Weise 
i=1 

permutieren und dem Ausdruck das Vorzeichen + oder — geben, je 


nachdem die Zahl der Inversionen gerade oder ungerade ist. Wenn 
nun die aus der Summe aller dieser Produkte gebildete Reihe absolut 
konvergent bleibt, falls man in ihr A, durch 14+1Ax—1|, Ay durch 
A:x| ersetzt, dann betrachten wir den Wert der Reihe als den Wert 
der Determinante / des Schemas (11.) und nennen die unendliche De- 
terminante -/ absolut konvergent. Eine solche Determinante hat mit 
einer endlichen die Eigenschaften gemein: 
1. daß bei Vertauschung zweier Zeilen oder Kolonnen die Determi- 
nante das Zeichen wechselt, 
2. daß sie gleich Null ist, wenn zwei Zeilen oder Kolonnen 
identisch sind, 
3. daß 7‘, welches aus / entsteht, wenn man die Elemente einer 
Zeile oder Kolonne durch die entsprechenden einer anderen 
Zeile oder Kolonne bezw. ersetzt, absolut konvergiert und 
gleich Null ist. | 
Setzt man in / die Elemente A, x, Auks - : Aiyko gleich 1, alle 
übrigen Elemente der Zeilen :,, 25, ... ., , (oder der Kolonnen ÄX,, ka, ... ., ke) 
gleich Null, so nennen wir die so erhaltene absolut konvergente Deter- 
minante eine Unterdeterminante (einen Minor) o%° Ordnung von J und 


bezeichnen sie mit 
(e RE “ 
Wake Ko { 


Man hat dieses Symbol gleich Null zu setzen, wenn zwei 2 oder zwei % 
gleich sind. 
Ferner gilt der wichtige Satz: 

Ist / mit sämtlichen Unterdeterminanten absolut konvergent, 
so gibt es stets eine Unterdeterminante von endlicher Ordnung, die 
von Null verschieden ist; speziell läßt sich » stets so groß wählen, 
daß (7 3:::%) +0 ausfällt. 

Wir führen mit H. v. Koch folgende Abkürzungen ein: 


A; ig A, ige A;, use (ı lo an 1x) heiße: 
Zirkularprodukt (k—1)!® Ordnung, 
Zn ig Ask JE Ayigrı = (21 io Se Ile +1) heiße: 


Halbzirkularprodukt %*er Ordnung, 


Bear rn 


dabei sind alle Indices 2,, 5, ++, ix, 2% +ı unter sich verschieden 
vorausgesetzt; ferner setzen wir Au=1-+a,, Ar=ax k+D, 


se) — Zar iin» - %,_yiy, wobei in den Summen s(®) die Summations- 
dr eu iR) 
indices 21, 29, . .., 2% alle möglichen Permutationen der Zahlen 1,2,... 


bilden. Dann lassen sich die von Herrn v. Koch aufgestellten Kon- 
vergenzkriterien wie folgt aussprechen: 


I. Regel. Für die absolute Konvergenz von / und seinen sämtlichen 
Unterdeterminanten ist hinreichend 


i= 00 
1. die absolute Konvergenz von IT A;,, 
i=1 


2. die absolute Konvergenz der Doppelreihe Ya;y. ü+R). 
(ü, k) 
Dies ist das Poincar£&sche Konvergenzkriterium; Determinanten 
dieser Gattung nennt H. v. Koch vom Geschlechte 0. 


II. Regel. Für die absolute Konvergenz von / und seinen sämtlichen 
Unterdeterminanten ist hinreichend 
i= 00 
1. die absolute Konvergenz von II Ay, 
i=1 


2. die absolute Konvergenz der Reihen 


PL PH > Ay. du = 2158, 
(47, k) i=1 (1,5, k,D) vl 
Determinanten dieser Gattung heißen vom Geschlechte 1. 


III. Regel. Für die absolute Konvergenz von / und seinen sämtlichen 
Unterdeterminanten ist hinreichend 


i= © 


1. die absolute Konvergenz von IZ Au, 
i=]1l 


2. die absolute Konvergenz der aus allen Zirkularprodukten erster 
Ordnung gebildeten Reihe, 


= 00 Ve ENSE 
3. die absolute Konvergenz der Reihen Is, Is®, Is. 
| au d=1 
Determinanten dieser Gattung heißen vom Geschlechte 2. 


n!® Regel. Für die absolute Konvergenz von / und seinen sämtlichen 
Unterdeterminanten ist hinreichend 


i= 00 
1. die absolute Konvergenz von su Au, 


2. die absolute Konvergenz der aus allen Zirkularprodukten, die 


von niedrigerer als der (n—1)t®® Ordnung sind, gebildeten Reihe, 
2 


N FE 


i= 00 
3. die absolute Konvergenz der Reihen Is) fürv=n, n-+1,..., 


RN! i=1 
2n—1. 
Determinanten dieser Gattung heißen vom Geschlechte (r—1). 
Indem man auf diese Weise die Konvergenzeinschränkung immer 
mehr verringert, gelangt man schließlich zur notwendigen und hin- 
reichenden Bedingung für die absolute Konvergenz der Determinante 4 
und ihrer sämtlichen Unterdeterminanten: 
Für die absolute Konvergenz von // und seinen sämtlichen Unter- 
determinanten ist notwendig und hinreichend 


d= 00 


1. die absolute Konvergenz von II A;, 
i=1 


2. die absolute Konvergenz der aus sämtlichen Zirkularprodukten 

gebildeten Reihe, 

3. die absolute Konvergenz der aus sämtlichen zum Elemente 

Axr%k=1,2,...) gehörigen Halbzirkularprodukten !?) gebildeten 
Reihe. 

Ein für die rechnerische Praxis sehr brauchbares hinreichendes 
Kriterium für die absolute Konvergenz gab H. v. Koch in der unter 
12, zitierten Abhandlung: 

Für die absolute Konvergenz von -// und seinen sämtlichen Unter- 
determinanten ist hinreichend 


di= 00 


1. die absolute Konvergenz von II Ay, 
i=1 


i=00 k=00 
2. die absolute Konvergenz von 3 2 ar,ü+m. 
i=1 ke1 
Von Wichtigkeit ist ferner die Formel für die Majorante, welche 
zum Beweise des notwendigen und hinreichenden Kriteriums dient: 


= 00 k= 00 Pr ? k 
12) AI< MÜHE Fihi) (ee) 
zer ku? (ine ip) I m; 


Aus den Ausführungen auf Seite 16, welche die Analogie dieser 
konvergenten unendlichen Determinanten mit endlichen Determinanten 
aufdecken, speziell aus dem daselbst angeführten Satz über die nicht 
verschwindenden Unterdeterminanten folgt, daß einem Gleichungssysteme, 
dessen Koeffizientenschema eine absolut konvergente unendliche Determi- 
nante besitzt, die wesentlichen Eigenschaften endlicher Gleichungssysteme 
zukommen, vorausgesetzt, daß den Unbekannten und den rechtsstehenden 


'$) Darunter sind Halbzirkularprodukte von der Form (ki,i,...iei) @=1,32,...) 
verstanden. 


Konstanten gewisse Beschränkungen auferlegt werden, deren Umfang 
sich nach dem Geschlecht der Determinante richtet. Beispielsweise 
genügt es, im Falle des zuletzt genannten Kriteriums (Konvergenz 


von 3 |a;x”) zu verlangen, daß 3 x? und > yi|? konvergiert. Sind 
(i, k) i=1 i=1 

die jeweiligen Bedingungen erfüllt, dann kommt man zu folgenden Re- 

sultaten: Ä 


Ist das homogene Gleichungssystem 
k= 00 
Dre) REN 
k=1 
gegeben, so hat es dann und nur dann eine von Null verschiedene 
Lösung, wenn 40 ist. Ist 7 mit sämtlichen Unterdeterminanten 


1,2,---0g—1fe Ordnung gleich Null, während ein Minor oe: Ordnung 





von Null verschieden ist, dann sind die Gleichungen 
k= oo 


> AL,%%k a0) 1,2, 40) 
k=1 


eine lineare Folge der übrigen Gleichungen und man erhält die allge- 
meinste den geforderten Bedingungen genügende Lösung in der Form 


2 RER WE ih sie) (re er 
ve ee) n=(; RA RL ER aut 


sehe R 
an) fg. (k=1,2,...) 
Damit das inhomogene System 
k= 00 
(14.) I Arık=Y  (i=1,3... 
k=1 


eine eindeutige Lösung besitzt, ist notwendig und hinreichend, daß 
40 ist. In diesem Falle ist die Lösung gegeben durch 

(15.) Ara An el...) 

wobei 7, die Determinante ist, die aus // hervorgeht, wenn man darin 
die Elemente der At Kolonne durch die rechten Seiten der Gleichungen 
Yı, Ya,» ersetzt. Ist dagegen / mit sämtlichen Unterdeterminanten 


1,2,---, 0 — iter Ordnung gleich Null, Ei Be) +0, so ist für 
Kyle + Ro 
die Lösbarkeit von (14.) notwendig und hinreichend, daß 


% 1 nr er Me 1: M 
(16.) BET hl (B=1,2...,0) 


9* 


ON 
wird, wobei dieses Symbol die Determinante bedeutet, die aus 


1 N ... N u} q .o.o. i = 24 
| ı tg wu—1t'u+l1 M hervorgeht, wenn man darin die Elemente 
kıko-*"ku-ıkurı"‘ ke 


der %„t®® Kolonne durch %,, Ya, » - - ersetzt. Dann hat die allgemeinste 
Lösung die Form: 


re) N ( A - 
(17.) ko Ir kk;- . ko + k,k PER ko Ik, = 
ii Se): (f VOTE ‘e) (Kerl 
ea et hıkge koln 


wobei (& e ) die Determinante bedeutet, die aus (# 2 ) 

PR I, ka ne do 
hervorgeht, wenn man darin die Elemente der At Kolonne durch 
Yı, Ya, - - „; ersetzt. 


Diese Arbeiten H. v. Kochs haben die unendlichen Determinanten 
in bedeutend größerem Umfange für die numerische Rechnung verwend- 
bar gemacht, als es die Poincar&sche Theorie gestattete.e Die Ma- 
jorante (12.) liefert eine gute Abschätzung des Fehlers, der begangen 
wird, wenn statt / die aus den ersten »n? Elementen gebildete »-reihige 
Determinante eingesetzt wird, und die gewonnenen Kriterien erlauben, 
die Determinantenmethode auf die große Gruppe der „vollstetigen“ 
(siehe (IX.)!) Gleichungssysteme anzuwenden, deren Schema der Bilinear- 
form (xy) + K (x,y) entspricht, wobei X (x, y) eine vollstetige Bilinear- 
form ist. Das folgende Kapitel wird nun eine Methode bringen, die 
noch insofern über die Determinantenmethode hinausgeht, als sie ganz 
allgemein jedes eine reguläre Lösung besitzende Gleichungssystem, dem 
die Bilinearform (xy) + K(x,y) entspricht, aufzulösen gestattet, wobei 
K(x,y) bloß beschränkt zu sein braucht. Derartige in der Praxis sehr 
häufige Gleichungssysteme wurden bisher durch sukzessive Approximation 
gelöst; doch fehlte der Abschätzung die wünschenswerte theoretische 
Sicherheit. Diese Lücke auszufüllen scheint die jetzt folgende Methode 
berufen zu sein, ebenso wie sie auch in den meisten Fällen rascher 
numerische Resultate bei vorgeschriebener Genauigkeit berechnen läßt. 


a 


C. Die Methode der Neumannschen Potenzreihenentwickelung. 


8 6. 


Allgemeine Eigenschaften beschränkter Gleichungssysteme. 


Die Sätze von Toeplitz*). 


Sei uns das Gleichungssystem 


4% Feat" = NM 
(18.) Ag % + Qgg % + erg: 


vorgegeben und addieren wir die bezw. mit willkürlichen Größen 2,, 23, . - 
multiplizierten Gleichungen zu einander, so erhalten wir die Relation 
(18°) - K(2,x) = (zy). | 
Wir nehmen ein für alle Mal an, daß K(z,x) beschränkt sei und für 
alle den Ungleichungen 
i= 00 i= 00 
Seelen! 
i=1 i=1 
genügenden Werte der x und 2 seinem absoluten Betrage nach unter 
der positiven Zahl M bleibe. Desgleichen seien die rechtsstehenden 
Konstanten der Bedingung 
T= 00 
z y’<sl 
i=1 
unterworfen. Haben wir eine Lösung der Gleichungen (18.) mit ab- 
solut konvergenter Quadratsumme: x, =, % = %, ..... gefunden, dann 
i= 00 
nennen wir (£&) = 3 2, eine Reziproke oder Teilresolvente von K(z, ®) 
i=1 


und bezeichnen sie, da sie in bezug auf 2 und y eine beschränkte Bi- 
linearform ist, mit X "(z,y); dann besteht die Relation 
(19.) K(e,.) K(,y)= (ey). 
Besitzt nun das „transponierte“* Gleichungssystem 
mb F Ag = In 
(20.) oT Aegt "= Y, 


eine reguläre Lösung & =ß}, %& = fs, und bezeichnen wir die 


14) Die Jakobische Transformation der quadratischen Formen von unend- 
lich vielen Veränderlichen. Gött. Nachr. 1907. 8. 101. 


BEN 3 Dee 


damit gebildete Reziproke (28) mit A7 (e,y), dann lautet der Toep- 
litzsche Formalsatz: 


(L) Existiert sowohl Kı (z,y) als auch K; (2,y), so sind beide 
eindeutig bestimmt, d. h. weder (18.) noch (20.) läßt eine homogene 
reguläre (= eine absolut konvergente Quadratsumme besitzende) Lösung 
zu; die eindeutig bestimmte Form K'(e,y)=K, (y,2) heißt dann 
Resolvente. 

Speziell ergibt sich, daß eine beschränkte symmetrische Bilinear- 
form entweder eine eindeutig bestimmte Resolvente oder überhaupt 
keine besitzt. 


(II) Notwendig und hinreichend für die Existenz einer Teilresol- 
vente der Bilinearform X(z, x) ist, daß das Minimum der beschränkten 


= i= 
Hermiteschen Form K(z,-) K(z,-) für jedes der Bedingung I |2,’—1 
i=1 
genügende Wertesystem der z oberhalb einer angebbaren positiven Zahl 
bleibt. Liegt zudem auch K(,z) K(-‚z2) oberhalb einer angebbaren 
positiven Zahl, dann ist ÄX(2,x) eine eindeutig bestimmte Resolvente. 


Eine entsprechende Verallgemeinerung dieses Satzes für Gleichungs- 
systeme, für welche bloß die Quadratsumme der Koeffizienten in jeder 
Zeile absolut konvergiert, beweist Herr Schmidt (siehe Note 3!): 


(III.) Wenn die Minima der Hermiteschen Formen K„(2,-) Kn(2,°) . 


für jedes der Bedingung 55 2? =1 genügende Wertesystem der 2 und 
i=1 

für jedes noch so große n» oberhalb einer von Null verschiedenen posi- 

tiven festen Zahl bleiben, so sind die Gleichungen stets lösbar, wenn 

die Summe der Quadrate der rechten Seiten %,, Y3, *-- absolut kon- 

vergiert. 


Die Umkehrung dieses Satzes: 
(IV.) — Wenn die Konvergenz von >1 'yi|” hinreicht, um die Lös- 
i=1 
barkeit der Gleichungen zu sichern, so sind die Minima der in (III.) 
definierten Hermiteschen Formen oberhalb einer festen positiven 
Zahl gelegen — 
wurde von Herrn Kowalewski!?) und Herrn Egli!) bewiesen. 





"») @G.Kowalewski: Einführung in die Determinantentheorie. Leipzig 1909. 
1%), M. Egli: Beitrag zur Theorie unendlicher Systeme linearer Gleichungen 
mit unendlich vielen Unbekannten. Dissertation. Zürich 1910. 
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KARTE 
sT. 
Die Neumannsche Potenzreihenentwickelung und die Reihen- 
entwickelung des Herrn Hilb. !”) 


Wir kommen jetzt zur expliziten Darstellung der Lösungen eines 
beschränkten Gleichungssystems. Dasselbe enthalte einen willkürlichen 
Parameter A und habe die Form: 


(1 — 4a,,)%, — Adyg %y — AO ug ——=Yı 
(21.) — Adgı x, + (1 — Ray); — Allg dig — + — Ya, 


— Adzı % — AQg, (1 — AQy)2; —.-- — Ya, 


Da die zugehörige Bilinearform (z2)—AK(z, x) ist, so muß die 
Resolvente K(A; z,y) der Relation 
(22.) KA; 2,y) —AKle KA; ,y)= (ey) 
genügen. Setzt man zur Abkürzung 

K®e, Y) Zug Ke, ) Kl; Y), K”e, Y) 32 Kie, ) RG Y), et? 
2, y) = K(e, ') Kon Yen 
so findet man die folgende Darstellung: 
23) Ka;ay—(ey)HAK@y)HARay)+ HERNE) + 

Die Reihe konvergiert, wenn |A| < -p unter M die oben definierte 
obere Schranke für |X(z,Yy)| verstanden. 

Die Formel (23.), die sog. Neumannsche Reihe, ist nichts anderes 
als eine systematische sukzessive Approximation, welche in dieser Form 
eine bequeme und sichere Abschätzung der Genauigkeit ermöglicht, wie 
wir im II. Abschnitt zeigen werden. 


Ist |A|> = ohne indes dem Spektrum der Form K(z,y) anzuge- 


hören, so versagt die Neumannsche Methode und man hat die Modi- 
fikation derselben durch Herrn Hilb anzuwenden. Wir nehmen gleich 
den allgemeinsten Fall und suchen eine Lösung des Systems (18.), 
welches wir der Einfachheit halber reell voraussetzen. Zunächst bilden 
wir die positiv definite quadratische Form K(2,.) K(z,.), die nach 
Satz II des vorigen Paragraphen ein von Null verschiedenes Minimum 
besitzen muß, wenn eine Lösung existieren soll. Dann wird die quadra- 
tische Form (22) — «K(z, -) K(z,.), in der « als positive Zahl so ge- 
wählt ist, daß &- M?<2 ist, als obere Schranke eine unter 1 liegende 





17, E. Hilb: Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten. Sitzungsber. der Erlanger phys.-med. Societät Bd. 40. 1908. 


Zahl besitzen und das gleiche gilt nach (X.) von der Bilinearform 
(za) —aK(z,.)K(z,.).. Auf 

(2x) — [(ew) — aKle,.) K(@, )] 
läßt sich also die Entwickelung (23.) anwenden. Bezeichnen wir die 
so gewonnene Resolvente mit K3 (2,y), dann ist 

aK(2,-) K(0, ») Kz '(0,%) — (2, Y), 
somit eine Lösung von (18.) 


(24.) Kı (2,9) = @aK(,2)Kz‘(-,Y). 





Diese Methode läßt sich mit Vorteil dann verwenden, wenn die 
Existenz einer Resolvente anderweitig bereits feststeht, da der Nach- 
weis, daß A nicht dem Spektrum angehört, im allgemeinen mit Schwierig- 
keiten verbunden ist. Beispielsweise besitzt die Form (z2)—AK(z, 2), 
wobei K(z,2) symmetrisch und 4 nicht reell ist, stets eine eindeutige 
Resolvente, da K(z,2) nur ein reelles Spektrum hat. 


8 8. 


Anwendung der Neumannschen Reihenentwickelung auf vollstetige 
Gleichungssysteme. 


Mittels der im vorigen Paragraphen gewonnenen Reihenentwicke- 
lung sind wir ın der Lage, die Resultate des Herrn v. Koch auf ein- 
fachste Weise zu gewinnen. Wır bedienen uns hierbei der Methode 
der „Abtrennung“ 18), ähnlich wie sie sich bei Herrn Hilbert (4. Mitt. 
pag. 225) findet. Unsere Abtrennungsmethode ist einfach die Überschreibung 
einer Methode Herrn Schmidts'?) zur Lösung von Integralgleichungen 
mit stetigem Kern auf quadratische Formen. 


Wir nehmen an, die Form X(z,x), welche unserem Gleichungs- 
system (18.) entspricht, lasse sich in 2 Summanden zerlegen, so daß 
(25.) K(e,&) = B(e,x) + V(e,®), 
wobei D(z,x®) beschränkt, V(z,x) noch außerdem vollstetig ist, also die 
Voraussetzung des Satzes (IX.) erfüllt. Besitzt nun B(z,x) eine reguläre 
Lösung, so ist nach dem Toeplitzschen Satze II. Be, .) B(2,)>n>0. 
‘Indem wir der Zerlegung (25.) entsprechend ax= (bir +-vir) k=1,2,...) 
setzen, wird unser Gleichungssystem: 





12) Die Darstellung schließt sich im wesentlichen der Vorlesung des Herrn 
Hilb über „Integralgleichungen“ (S. S. 1910) in Würzburg an. i 
'») Math. Ann. Bd. 64 (1907) pag. 161. 2. Mitteilung über Integralgleichungen. 


son VE 


[| Bu tv) + (die + die) Eh rei 
(18".) (Ogı + Yaı)aı + (daa + Va) +" =Y, 


1.00 
n wählen wir so groß, daß, wenn I al’<1, I ul?<1, 


IN (ze, x) — Vn (2, ®)| < e. 

wird, die Verfügung über & uns noch vorbehaltend. Unser Gleichungs- 
system schreiben wir jetzt in der Form 
buXı + **- -- Din &n = (bi,n+1 + vı,n+1) Cn+ı = og 

= Yı UV Te — Ynkin, 
ba %ı — = Denn + (b2,n+1 + Va,n+ı) Int 

— Ya — Va1X%ı —— *** — Von in; 
Dnıkı + ir + Dnn&n— (On,n+ı + Un,n+ı) Ln-+1 + Fur 

— Yn —— Unıkı 7 **° — Unn tin; 


ine (Ontı,ı A Un+ı1,1)%ı + (Ön+ı,: TE Un+1,2) % ai Yan 


(26.) 


an. Die höre Biltnearförm) ist Bee x ein P.( (2,%), wenn wir 
V(z,%) — Vn(2,2) = V.(2,x%) setzen. Die el dieser ort mit ihrer 
konjugiert-komplexen ist 
bi, ) B(z, .) + b(e, ‘) V. (2; .) + Bi ) V:(e, .) + V:.(, .) V: (2, ); 

deren Minimum dem absoluten Betrage nach nicht kleiner als „—2& N—e, 
unter N die obere Schranke von D(z,x) verstanden, ausfallen kann. 
Indem wir nun n so groß annehmen, daß n— 28 N—e? noch oberhalb 
der Null liegt, gewinnen wir in (26.) ein Gleichungssystem, welches eine 
reguläre Lösung besitzt, die sich nach den Methoden des vorigen Para- 
graphen darstellen läßt. Dabei erscheinen die Unbekannten linear aus- 
gedrückt durch &,, &s, * - +, &n und man bekommt das endliche Gleichungs- 
system: 

= Gy) + Car + Ce ++ Omi, 

= OlYy) + Cart Opal +’ Omi, 
(27.) us rn ee 17 WAR TEE 
In — Only) + Uni %ı — Una: + “0. + Onnn, 
wobei die (©, (y), ©, (Y), -*-, On (y) beschränkte Linearformen der Yy,,Y, * 
und die Oi ;k=1,2, ...,n) numerische Größen sind. Ist die Deter- 
minante 
Oz YP BO 
Oz Og—1 ++ Om 


| 


(28.) | 2 u 
Cni Cns li Onmn—1 


BEN In es 


von Null verschieden, dann hat (18”.) sicher mindestens eine reguläre 
Lösung für jedes System der y mit absolut konvergenter Quadratsumme; 
ist /—=0, dann existiert mindestens eine homogene reguläre Lösung 
von (18°.) und die y haben gewissen leicht angebbaren Bedingungen zu 
genügen, wenn eine inhomogene reguläre Lösung existieren soll. 

Um die Werte für die Unbekannten &n+ı, &n+2, »* zu finden, 


hat man die aus (27.) folgenden Werte der Unbekannten &,, &, + - in 
die Formeln 


In+k — Un+r(Y) -b Un+k, 1 % + Unt+k; 2 %2 -- ai + Unt+knXn (k=1,2%,...) 
einzusetzen. 

Um jetzt die H. v. Kochschen Resultate zu gewinnen, treffen 
wir die Vereinfachung, in den bisherigen Betrachtungen dieses Para- 
graphen B(z,x) durch die Einheitsform (2%) zu ersetzen. Diese besitzt 
stets eine eindeutige Resolvente (nämlich sich selbst), also niemals ho- 
mogene Lösungen. Zu (2x) + V(z,x) gehört das Gleichungssystem 


1-4 vn)&ı + V12 at. —=yYı, 
(18’”.) Va Xı -- (1 E= Vs.) X -h ...o_— Ya, 


Wir trennen folgendermaßen ab: ?°) 


ıTVınH+ı In+i +Vınt2 Intet°°=Yyı —dı L%ı — + + dm un 
%t-V2a,n+ı Intı +Vant2 Intgt'=Yya —Vaı Hi Von Um, 
Int Un,ntı mt  TOnnt2 Intet:=Yn —Unı Kt —Unn Cm, 
(1 + Un+ı,n+1) LIn+1 tUintı, n+2 Int2t' "—Yn+1—Un+1,1%1ı°* 

i — Un+1,n En; 





Un+e2,n+1 ntıt(l+Unt2,n+2) Xnt2+ —=Yn+2Un+2,1%1ı*** 


— Un+2,n In, 


n ıst jetzt wieder so groß zu nehmen, daß die Form 

i=0o k=o0 

2 ZZ VikEi ir 

i=1 k=n-+1 
die obere Schranke 1 nicht übersteigt. Dann läßt sich unmittelbar die 
Neumannsche Reihe (23) ansetzen und man erhält wieder wie oben 
ein endliches Gleichungssystem. Ist dessen Determinante / verschieden 
von Null, so existiert eine eindeutig bestimmte reguläre Lösung für 
jedes eine absolut konvergente Quadratsumme besitzende System 


20) Dieses Abtrennungsverfahren scheint für das praktische Rechnen am meisten 
geeignet zu sein, wiewohl noch andere Möglichkeiten der Abtrennung sich darbieten. 


NOTEN ER 


der y. Ist aber /=0, so hat (18°) eine homogene reguläre Lösung 
und zwar ist die Anzahl der unabhängigen homogenen Lösungen end- 
lich und höchstens = n. Wir haben also das Resultat („Alternative“): 
Entweder besitzt (18°) für jedes System der y mit absolut 
konvergenter Quadratsumme eine eindeutige reguläre Lösung, oder 
eine endliche Anzahl untereinander unabhängiger homogener regu- 
lärer Lösungen. | 
Im Falle des Verschwindens der Determinante zieht die Existenz 
inhomogener Lösungen wieder gewisse Relationen zwischen den y nach 
sich. Das Nullsetzen dieser endlichen Determinante kann auch wie 
bei dem Beispiel von Hill (siehe Note 9!) dazu verwendet werden, einen 
in den Koeffizienten auftretenden Parameter zu berechnen. 


Die Neumannsche Reihenentwickelung in Verbindung mit ihrer 
Modifikation durch Herrn Hilb und mit dem Abtrennungsverfahren 
reicht also theoretisch noch um ein Bedeutendes über die H. v. Kochsche 
Determinantenmethode hinaus. Auch in numerischer Beziehung ist die 
Abtrennungsmethode bei der Behandlung vollstetiger Gleichungssysteme 
mit ausgezeichneter Hauptdiagonale der Determinantenmethode minde- 
stens ebenbürtig. Bei der numerischen Durchführung erfordert dıe Ab- 
trennungsmethode immer die Lösung der praktischen Schwierigkeit, die 
Abtrennung möglichst günstig vorzunehmen, damit einerseits die ent- 
stehenden Determinanten nicht zu umfangreich, andererseits die Reihen 
nicht zu schwach konvergent werden. Daraus ersieht man sofort, daß 
die H.v. Kochsche Methode nur ein Grenzfall unserer hier dargestellten 
Methode ist, welch letztere sich daher den einzelnen numerischen Fällen 
leichter anpassen läßt. 


D. Die Methode der Hauptachsentransformation vollstetiger 
quadratischer Formen. 


Die im vorigen Paragraphen abgeleitete Alternative für Gleichungs- 
systeme mit der Bilinearform (2%) + V(zx) gewinnt Herr Hilbert 
(4. Mitt. pag. 219 ff.) auf doppeltem Wege, einmal mittels der Haupt- 
achsentransformation vollstetiger quadratischer Formen, sodann mittels 
der Transformation schiefsymmetrischer Formen (XIII). Die Werte der 
Unbekannten werden dabei durch das bekannte Hilbertsche Auswahl- 
verfahren (4. Mitt. pag. 162 ff.) ermittelt. Auf Grund desselben Satzes 
(XIII) gab Herr Hilb°!) eine Auflösungsmethode der „Schmidtschen 


21) Über die Auflösung unendlich vieler linearer Gleichungen mit unendlich 
vielen Unbekannten. Math. Ann. (1911) Bd. 70. pag. 79. 


EDEN 


Gleichungssysteme“, für welche in jeder Zeile die Quadratsumme der 
Koeffizienten absolut konvergent vorausgesetzt wird. Ebenso wie Herrn 
Schmidts Methode der Perpendikelfunktion (l. c. pag. 72) hat die 
Methode des Herrn Hilb vor der gewöhnlichen Gramschen Ortho- 
sonalisierung den Vorteil, daß eine allenfallsige lineare Dependenz im 
Unendlichen nicht verwischt wird, sondern sofort eine entsprechende 
Bedingungsgleichung für die rechten Seiten nach sich zieht. Da die 
beiden Abhandlungen für die numerische Praxis ohne Bedeutung sind, 
versagen wir es uns, näher auf diese Methoden einzugehen. 


89. 


Einteilungsprinzip der linearen Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten und ihrer Auflösungsmethoden. 


Es erscheint zweckmäßig, die Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten hinsichtlich der Schwierigkeiten, die sie ihrer Behandlung 
entgegensetzen, folgendermaßen einzuteilen. 

Wir gehen von der zugehörigen Bilinearform aus und setzen sie 
in der Form 

(22) + 4K(z, x) 

an. In die erste Gruppe der Gleichungen nehmen wir alle diejenigen 
Typen auf, für welche XK(z,x) beschränkt und 4 eine endliche Zahl ist. 
Wir nennen sie die elementare Gleichungsgruppe. Am einfachsten unter 
diesen sind diejenigen Systeme zu behandeln, bei denen KX(z,x) voll- 
stetig ist. Dieser Typus kommt seinen Eigenschaften nach den end- 
lichen Gleichungssystemen am nächsten und erscheint als die nätur- 
gemäßeste Erweiterung des Begriffs der Gleichung und Bilinearform 
auf unendlich viele Variable. Die Auflösung geschieht durch die 
v. Kochsche Determinantenmethode oder die durch das Abtrennungs- 
verfahren modifizierte Neumannsche Reihe. 


Ist K(e, x) nicht mehr vollstetig, so versagt die Determinanten- 


methode. Solange nun |A| = ist, unter M die obere Schranke von 


K(z,x) verstanden, ist die Behandlung durch die Potenzreihenmethode 
immer noch sehr einfach. Wie bereits erwähnt, sind Gleichungen von 
diesem Typus bisher durch approximative Rechnung gelöst worden; man 
setzt &%% (k=1,2,...)in erster Annäherung gleich yr k=1,2,...) und bringt 
sukzessive Korrektionen an, bis der gewünschte Genauigkeitsgrad er- 
reicht ist. Ein Schema dieser Rechnungsart bringt Herr Levi-Civita?) 
in folgender Gestalt: 


””) Sull’ integrazione dell’ equazione 4, 4,u=:0. Atti Acad. d. scienze Torino, 


Bd. 33. pag. 932. 


Ag] 


Vorgelegt sei das Gleichungssystem 


k= 0 
— ) dik Ck == Yi; (i=1,2, :-.) 
k=1 


wir definieren dann folgende Approximationen: 
„m 


XL; —=Yt, 
k=i-—-1l k='00 
(2) RN ll) 
2 (lir &k ey dik Ik 5 
k=1 k=i 
k=i—l k= 00 
3 2 
DD — N ann = yi HI an, 
k=1 k=i 
(i=1,2, ) 
k=i-—l 2208 
(n n—1l 
u — N aun =yt I auch 
=] k=i 


Dann ıst lım aD — g; der Wert der ten Unbekannten des vor- 
EL 


gegebenen Systemes. Die Bedingungen, unter denen dieser Grenzwert 
existiert, zerfallen bei Levi-Civita in eine große Zahl von Teilbe- 
dingungen, die viel größere Einschränkungen der Koeffizienten mit sich 
bringen, als die aus unserer Theorie folgende Bedingung: 

i=00 k= 00 


i= 00 
un PR Po] a a ee 5) et 


el kei Val om 
Man zeigt nämlich mit Leichtigkeit, daß 


k= 00 Nie Nies, 


im W—=y + I any +8 3 aganye-t--- d=u2.., 
n= © k=1 I=1 k=1 
was nichts anderes ist als die Neumannsche Reihe. Bei dieser Ge- 
legenheit sei auch bemerkt, daß die in $ 2 gegebenen Formeln (4) eine 
formal angesetzte Neumannsche Reihe darstellen. 


Bedeutend komplizierter gestaltet sich das Problem, wenn |A| nicht 


mehr kleiner als ist. In diesem Falle bedarf es der Untersuchung, 


ob A dem Spektrum angehört oder nicht; gelingt der Nachweis, daß 
4 nicht dem Spektrum angehört, oder ist die Existenz einer regulären 
Lösung anderweitig bekannt, dann ist die Reihenentwickelung des Herrn 
Hilb anwendbar, welche durch eine endliche Anzahl von Schritten jede 
beliebige Genauigkeit zu erreichen gestattet. 


Ba pe 2 


In die zweite Gruppe stellen wir jene Typen, bei denen A —= » ist, 
also solche, deren Bilinearform K(z,x) ist, ohne Auszeichnung der 
Hauptdiagonale. K (z,x) kann, wie Herr Hilb (siehe Note 21!) gezeigt hat, 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit als vollstetig vorausgesetzt werden, 
und alle Systeme mit zeilenweiser absoluter Konvergenz der Koeffizienten- 
quadratsumme fallen unter diese Rubrik der „transzendenten Gleichungs- 
systeme“, wie wir sie bezeichnen wollen. Diese sogenannten „Schmidt- 
schen Systeme“ lassen sich zwar theoretisch nach Schmidt und Hilb 
vollständig erledigen, doch setzen sie einer numerischen Behandlung 
außerordentliche Schwierigkeiten entgegen. Nur in den allergünstigsten 
Fällen wird durch die Gramsche ÖOrthogonalisierung, wenn sie weit 
genug getrieben wird und die rechtsstehenden Konstanten glücklich ge- 
wählt sind, eine Anzahl von Unbekannten mit genügender Genauigkeit 
zu ermitteln sein. Möglicherweise führt in solchen Fällen auch die 
Koetteritzschsche Methode zu Resultaten. 


Lassen wir jetzt auch noch die Bedingung der Zeilenkonvergenz 
fallen und gestatten wir dem Koeffizientenschema alle möglichen end- 
lichen Werte zu enthalten, dann gelangen wir zu einem dritten Typus, 
der sich bisher einer allgemeinen theoretischen Untersuchung als unzu- 
gänglich erwiesen hat. Hierher gehört das Beispiel von Appell und 
einige von Koetteritzsch durchgerechnete, dem Appellschen nahe 
verwandte Beispiele. Bei jedem einzelnen Fall bleibt uns nichts anderes 
übrig als tastende Versuche mit der Methode von Appell, Koet- 
teritzsch oder der Integralabschätzung von Poincare zu unter- 
nehmen. 


Es ergibt sich also folgende Tabelle. 


I. Elementarer Typus: 


H. v. Kochsche Determinanten- 
methode. 

Neumannsche Reihenentwicke- 
lung mit Abtrennungsmethode. 


a) (2%) + vollstetige Form 


EinfacheNeumannsche Reihen- 


b)(z2*)-+ beschränkte Form (<1) entwickelung (sukzessive Ap- 
proximationen). 


Modifikation der Neumann- 


c) (2®) + beschränkte Form(>1)} SchenReihenentwickelung nach 
r] Herrn Hilb. 


Bar gie 
II. Transzendenter Typus: 


Gramsche Orthogonalisierung nach 
vollstetige Form olıne ausge-) Schmidt. Koetteritzsch? 


zeichnete Hauptdiagonale |r zeilenfin. Syst. Toeplitz. 


UI. Transzendenter Typus komplizierter Art: 


A ell? Koetteritzsch? 
unbeschränkte Form pRT gi 
Poincare6? 


Nachtrag zur Anm. pag. 13: Eine weitere Methode des Herrn 
Toeplitz (Note 14) operiert mit Auflösungsformeln, die formal mit 
den von Herrn Schmidt benutzten identisch sind; vom Standpunkte 
numerischer Rechnung erübrigt es sich deshalb, auf sie besonders ein- 
zugehen. Das Hauptresultat des Herrn Toeplitz findet sich im S 6 
in anderem Zusammenhange aufgeführt. 


HD. Abschnitt. 


Beispiele. zur Illustration der verschiedenen Methoden für die 
Auflösung von Systemen linearer Gleichungen mit unendlich 
vielen Unbekannten. 

Die in diesem Abschnitt durchgerechneten Beispiele ordnen wir 
der am Ende des vorigen Abschnittes gemachten Einteilung entsprechend 


in drei Gruppen an und behandeln zunächst die bei weitem am wichtigste 
Gruppe der elementaren Gleichungssysteme. 


A. Der elementare Typus. 


WIE 
Abschätzungsmethoden für dem elementaren Typus angehörige 
Gleichungssysteme. 


Bei diesen Systemen, wo es sich in der Regel nur um approxima- 
tive Rechnung handeln kann, ist die Abschätzung der Genauigkeit von 
derselben Wichtigkeit wie die explizite Angabe der Lösungen. Wir 
glauben uns daher berechtigt, den Abschätzungsmethoden einen eigenen 
Paragraphen zu widmen. 


1. Die Abschätzung bei der einfachen Neumannschen 
Reihenentwickelung. 
Wir hatten in $ 7 des vorigen Abschnittes als Lösung des zur 
Bilinearform (2x) — AK (z, x) 


1 = 00 = .00 


max | K(2, x) für 2 Ze 1723 x)? u 1 — 


i=1 i=1 
gehörigen Gleichungssystemes die Reihe 


Ki;2y)= (ey) +IKe) + RK y)+... + K'ay)+... 
kennen gelernt, welche bezw. für 4=1, 2zz=0 «+ den Wert der 
Unbekannten x; darstellt. Bezeichnen wir die obere Schranke von K(z, x) 


— wobei |A| < 





EN 


= 00 
wie gewöhnlich mit M und sei N |y:? = y?, dann ist der Fehler, den 

i-1 
wir machen, wenn wir die Resolventenreihe mit 4” K”(z,y) abbrechen, 
seinem absoluten Betrage nach kleiner als 

volal m"+! 
1— AM °' 

Man darf daher in den verwendeten Faltungen diejenigen Glieder ver- 
nachlässigen, deren Einfluß auf das Resultat seinem Absolutbetrag nach 
unterhalb dieser Genauigkeitsgrenze bleibt. 


2. Die Abschätzung bei der „Abtrennungsmethode“. 


Hier ergeben sich die einzelnen Unbekannten zunächst in der 
Form: 

= OolYy) + OpıRı + Opa tt Omtn, =...) 
wobei die O,(y) und Oyr (&=1.2::,n) mittels der Abschätzung bei 1. 
bis auf jede beliebige Genauigkeit berechnet werden können. Die Ab- 
schätzung der Genauigkeit bei der Bestimmung von &ı, &2, ** +, % aus 
System (27.) ergibt sich dann leicht aus der jeweiligen Gestalt des 
Systems und der Größenordnung der auftretenden numerischen Kon- 
stanten. 


3. Die Abschätzung bei der modifizierten Neumannschen 
Reihenentwickelung des Herrn Hilb. 


Sie wendet die einfache Neumannsche Reihe auf die quadratische 
Form 
(2) — ex) — aK (2, ) Km, »)] 
an, wobei «aM? <2 ist, und da |K(z,-) K(z,.) >n bleibt, so ist die 
obere Schranke der eckigen Klammer (l— an) oder |« M®—1\. Die 
obere Schranke des Fehlers bei Abbruch mit der nt" Faltung ist also 
(1— ant! \« M? — 1jr+! 
027 RSAE 2— «aM? 
und da noch eine Faltung mit «K(z,x) erfolgt, ist der Gesamtfehler 
MI1— an®t N Er N u 
n Yy, bezw. SEAT 








Y 








Y. 


Je größer. die Differenz zwischen oberer und unterer Schranke 
von K(z,-) K(z,-) ist, desto ungünstiger gestalten sich also die Kon- 
vergenzverhältnisse der die Lösung darstellenden Reihen. 

3 


0 Nee 


4. Die Abschätzung bei der Helge v. Kochschen Determi- 
nantenmethode. 


Hier handelt es sich um den Fehler, der infolge der Ersetzung 
der Determinante 


} 
1-aı dig -- 
4= Gy 144% .. 


durch die endliche Determinante 








1-+a,, ER dın 
Y has Ge 10%... dom 
Onı An? ... 1 Ann 
verursacht wird. Es kommt dies darauf hinaus, das System 
1-41) +: + ''=y, 


Ya +14) + = 
durch das System 


(1 —- Ay) &ı + dıa % + er + AnX%n = Yı, 
Azı Xı + (1 Aa) + ... an En — Ya, 


Anıkı + Ana %a + ° + (1 Ann) C&n = Yn, 

CK = Yr (kk=nt1,n+2,...) 
zu ersetzen. Hier dokumentiert sich ganz besonders die Überlegenheit 
der Abtrennungsmethode über die Determinantenmethode. Bei letzterer 
können wir nur Wert und Genauigkeit der ersten » Unbekannten ein- 
wandfrei bestimmen, während über die folgenden Unbekannten sich 
nichts Sicheres mehr aussagen läßt; denn die Approximation &% = Yr 
 (k=n+1,n+2,...) gilt wohl häufig mit genügender Genauigkeit, aber 
keinesfalls allgemein. Beim Abtrennungsprozeß hingegen erhalten wir, 
wenn nur einmal die &ı, X, * - *, &n bestimmt sind, alle weiteren Un- 
bekannten nach Wert und Genauigkeit. 


Zur Abschätzung der Determinante stehen uns zwei Wege offen. 
a) Wir benützen die Majorante des Herrn H. v. Koch (12). 


ER Ä EEREHED. } I U 
A<Sol+ai + 3 Zt m) = M. Ka: = 5) 
dei  k=2 (ig ig, ++, ig) 
Es ist nämlich 
If — In) < M — Mn, 
wobei in M„ die Indices von 1 bis » laufen, statt, wie in M, von 
1 bis &. 


M—- M„ ist nur eine scheinbare Differenz und enthält nur posi- 
tive Glieder. Dieselbe Betrachtung gilt natürlich auch, werın in 7 und 
An eine Kolonne durch die rechten Gleichungsseiten /,, %5, + + » ersetzt 
ist. Man schätzt also Zähler- und Nennerdeterminante für sich ab und 
gewinnt so ein Maß für die Genauigkeit der Unbekannten selbst. 

b) Wir benützen unsere in 1. entwickelte Abschätzungsmethode. 

Seien die wahren Werte der Unbekannten x,, die durch näherungs- 
weise Determinantenrechnung gefundenen Werte &',, die Fehler &,, 
(p=1,2,...,n), dann erhalten wir die x’ aus: 


(1 + Aıı) X + Ay X + na Im In Yı, 
Aa tı ll +ae2)ea +. + nn Ale: 


Anı Cı —- Ana %2 +» —+ 1+ Ann) Ein ln 
und infolgedessen ist: | 


+ an)dı Gebs-te dın In 


= (41, n+1%n+1 7 I, n+2In+2 — 


A2ı + (l+as)&+ + Am En 
A. = — (de n+1%n+1 42, n+2I4n+2 
Anı dı + Anz 52 + + (1 + ann) En 


= — An, n+1%n+1ı— An,n+2%n+2—*",; 


(1 An+ı, n+1) &ntı + Antı,nt2 Inte **- 
— Yn+1— 4In+1,1%ı — *** — An+ı,n fan; 
B. An+2,n+1 In+1 Se (1 + Am-t2, n+e) In-+2 + 258 


= Yn+2—— In+2,1%ı — * 1 In+2,n In, 


n ist naturgemäß so groß, daß man auf B. die Neumannsche Reihen- 
entwickelung anwenden kann, so daß man hat: 
In+k = Unt+z(Yy) + Ontr,ıXı ++ Ontkn®n. (k=1,2...) 

Einsetzung der Werte in A. erlaubt die Beträge der Fehler zu 
berechnen. Im praktischen Einzelfall hat man natürlich Gelegenheit, 
bei jedem einzelnen Schritte zweckentsprechende Vereinfachungen vor- 
zunehmen. Diese letztere Abschätzungsmethode hat vor der Majoranten- 
methode den Vorzug, daß man es bloß außer den sehr einfachen Neu- 
mannschen Reihen mit endlichen Prozessen zu tun hat, während jene 
die Abschätzung schwer zu behandelnder unendlicher Produkte erfordert. 


Im folgenden Paragraphen soll jetzt ein vollstetiges Gleichungs- 
system mit ausgezeichneter Hauptdiagonale sowohl nach der Determi- 
nanten- als auch nach der Abtrennungsmethode durchgerechnet werden. 

3% 


— 386 —. 


8 2. 


Beispiel zum Vergleich der H. v. Kochschen Determinantenmethode 
und der durch den Abtrennungsprozeß modifizierten Neumannschen 
Reihenentwickelungsmethode. 


Gegeben sei das Gleichungssystem: 



































1 1 
(1 — 10) % == 908 30° 
1 1 ARE 
400 5000 "> EB 
1 1 1 
190 +1 2.30 32 er A 
EEE EEE RENE 
BRIAN z 5:60000 "° 98 
1 1 ( 1 
1.2.30 208 78.3.2400. BI TI Se So 
1 nv — 1 —-% . 
245 60000. + + 2526.27 100? EA 
— - x — i x BE % 
1-2-3.400 ! 2.3.4.5000 "? 3.4.5.60000 
1 1 1 
HIT En 
Es ıst also 
a N RI (k—1)! 
MG re en Sn na 


und die zum Gleichungssystem gehörige Bilinearform (2x) — K(2, x). 
Wir legen der Berechnung mittels der Determinantenmethode die ersten 
16 Koeffizienten zugrunde, was wegen der starken Konvergenz der 
Form K(z,x) eine beträchtliche Genauigkeit erwarten läßt. Zuvor divi- 
dieren wir jedoch die erste Zeile durch — 10, um nicht die relativ 
große Zahl a,,—=10 in die Rechnung hereinzubekommen. Dann wird 
die erste Zeile 


1: i 1 1 1 
ra tt tan tnat = 


I ae, 


wir nennen aber der Einfachheit halber die Koeffizienten der ersten 
Zeile wiederum @,,, da, * "+, so daß wir das Gleichungssystem haben: 


(1 — 4,1), + 412 % — Ay3 % au =—Yı, 


—Ay + (1 — A), Te Was, — u um Ya Im di 

Pr. wu a TER 
— As — Ay % 4 (1 — 435); As, u Ya, Preitive Zahlen 
44 3 7,843 %o — A; Hau = Yı 


Der vollständige Wert von M, ist gegeben durch: 


M,—= (141-4341 + Qı3Qz5ı 4 ul t 2 @25 lzı + %2 21 lyı +3 Aa lgı 
— @13 Qga Alyı 4 Ars %gaAlgı T ra %z Agı + 2 og Az4lyı + Ar2 ar Ya Ayı 
+ Ay Ay9 Ay Ay 4 Oz Aza AyaAlgı F ua Rap Az Agı I Ara Aus Az (yı) 
(1 99 + Qyg Agg —F Aya Ayg 4 @pg Aga Ayo 4 Aga Az Az) (1 + Q; 
4,04) (1-4 u). 


Die Werte von M und M, liegen zwischen 1 und 2 In M—M, 
ist das größte auftretende Glied > (a,,a,; M), somit kleiner als von der 
Ordnung 10-1°%, während die Summe aller Restglieder stärker konvergiert 
als eine geometrische Reihe mit dem Faktor 10-?. Für die zu x, ge- 
hörige Zählerdeterminante findet man durch dieselbe Überlegung als 
ausschlaggebendes Glied (a,,;y,;M). Da a,Y; =3 - 10°, so wird in &, 
der Fehler keine Einheit der 5. Dezimalstelle betragen. Für die Unbe- 
kannten &,, %;, &, liegen die Verhältnisse noch günstiger. 


Wenden wir die im vorigen Paragraphen unter 4b erläuterte Ab- 
schätzungsmethode an, so ergibt sich 


A | I-a)5 to. ta: tu = — 4; — 


B | ,=Yytlyitr 


Da es uns bloß auf eine Bestimmung der dekadischen Ordnung 
der & ankommt, so dürfen wir bei Berücksichtigung der Kleinheit von 
As, Ag, *-- und der starken Konvergenz der Zusatzglieder x, y, 
setzen. Setzen wir versuchsweise hintereinander &,, 53, 5, 5, dem 
größten unter ihnen gleich, so folgt: 


El—aı — a — u — Au) < Us Ys 


somit annähernd dasselbe Resultat wie oben; d. h. jedenfalls bekommen 
wir die 5. Dezimale noch richtig. Da die Nennerdeterminante nahezu 
gleich 1 wird, wie die unten folgende Rechnung zeigt, genügt es, sämt- 
liche Determinanten auf 6 Stellen auszuführen, um die 5. Stelle noch 


38 
unbeeinflußt von den aus dieser Vernachlässigung entspringenden Fehlern 
zu erhalten. Genauere Rechnung wäre nutzlos, da wir auf die Richtig- 
keit der 6. Dezimalstelle nicht mehr hoffen können. Die numerische 
Ausführung soll hier in aller Breite dargelegt werden, um bei beiden 
Methoden den erforderlichen rechnerischen Aufwand einem Vergleich 


unterwerfen zu können. 





























1. Die Nennerdeterminante. 
9 1 1 1 
210) >20: 300. 4000 
1 59 1 1 
a 60 1200 20000 
der 1 1 59999 1 
We60E 73400 60000 1200000 
1 1 1 83999999 
2400 120000 3600000 84000000 
2) se er 
2 30 400 
u 1 
| 30 600 10000 
en 1000)27 8 et DU 
40 1000 20000 
1 1 1 83999 999 
"#24 18100 wr3000 70000 
| 9 0,5 0,03... 0,0025 
a! ey 1,966. ..% 20.001060 ea 0 
29112001410 9192 0,025 59,99  — 0,00005 
ei — 0,0003...  1199,999985 
9 0,5 0,03.. 0,0025 
1 0 1,9916... — 60,0006 ... — 0,00005 
(1200)? 0:520.005 59,9996 .. — 2400 
— 05 0Dl —#0.0003°% 1200 


‘ Hiebei wurde ohne Beeinträchtigung der Genauigkeit 1199,999985 
durch 1200 und 2400,0002 durch 2400 ersetzt. Die Nennerdeterminante 
zerfällt jetzt in 2 dreireihige Determinanten; wegen der vorgeschobenen 
Größe von der Ordnung 10-6 genügt es, die beiden Teildeterminanten 
auf 1 Dezimale genau zu berechnen. Man hat für die erste Teildeter- 
minante 4: 


Re 


—+ 1,9916.. - 59,9996.. - 1200 = —+- 143399,2 

— 0,005 - 0,0003.. - 0,00005 = — 0,0 

— 0,01 - 60,0006.. » 2400 = — 1440,0 

— 0,00005 - 59,9996..- 0,01 = — 0,0 
2400  - 0,0003... 1,9916..—= — 1,522) ’ 

E71200 > 60,0006 2% - -0,005 ° = — 360,0. 4, = 141597,5. 
Für die zweite Teildeterminante 7, hat man: 

+ 0,5 - 60,0006... » 2400 = + 72000,8 

29916... - 59,9996 .. » 0,0025 = + 0,2 

+ 0,005  - 0,03..  » 0,0000 = + 0,0 

— 0,0025  - 60,0006.. - 0,000 = — 0,0 

+ 0,00005 - 59,9996... - 0,5 — — 0,0 


900°. >0,08%...=1,9916..—= + : 159,3. 2, —= 72 160,4. 
94, +0,54, = 1274378,3 1 36080,2 = 1310458. 
1 


























Folglich ist N, = 1 NER 
2. Die Zählerdeterminante für x;: 
1 i 1 1 
wen 20 300 4000 
1 59 1 1 
N 82 00227221200, 772790000: 
ae 1 1 59999 1 
FERN 60000 12000009 
1 1 1 83999999 
5 120000 3600000 84000000 
1 1 
wi - A: 300 
ar 3° 
1 20 400 20000 
1200 1 59999 1 
600 15000 300000 
ET 83999999 
24000 720000 16800000 
Pe | 0,06... 1 
Bei 1 239% — 0,0025 — 0,03 
2940000. | ».1.— 0,0016 .: 3.999938... — 0,0006... 
1 —0,0000416... — 0,0000013 1000,0 





23) Hat die letzte Ziffer einer Zahl einen Querstrich, so ist die darauffolgende 
unterdrückte Ziffer größer als 5. 




















Ba | 0,06... Sa 
RE 0 3,95 0,06416... 0,97 
240000 ı 0 0,9983.. 4,0666 0,9993... 
0 0,9999583. . 0,0666652 1001,0 
Daraus: 
+3,95 .4,0666  - 1001,0 — + 160791 
+ 0,9983... -0,0666652. 0,97 — 0,0 
+-0,9999583 ... - 0,06416..- 0,998... = 0,0 
2007 . 4,0666 0,9999583 - - = — 3,9 
—0,9993..  -0,0666652- 3,95 —— 0,2 
— 1001,0 -0,06416 .. „032 0,9983. 5 = eo 
zue2 . 1,60109 
3. Die Zählerdeterminante für x: 
9 1 1 T 
10.4020 300 4000 
1 1 1 1 
NE 2 5871200: 20000 
zy 
: 1 1 59999 1 
m COS 60000 1200000 
1 1 1 83999999 
2400 5 3600000 84000000 
1 1 
AREA 2a, 3 
er iR: 2 400 20000 
HIT : SRERh 1 
15 15000 300000 
1 1 83999999 
480 720000 16800000 
18 | 0,06... 1 
1 2]:n 1202220,0020 ee RR in, 
— 340000 | — 0,06... 1 3.999953... --i— T 0,0006 
—0,002083.. 1 —0,00000138.. 1000,0 
18 00,0 1 
1 16,5 0 0,06416.. 0,97 
—940000| 17,93.. 0 4,0666 0,9993... 
17,997916.. 0 0,0666652 1001,0 


| +++ 


+++ 


Daraus: 
16,5 -4,0666 - 1001,0 — + 67165,9 
17,93... -0,0666652 » 0,97 —4 LH 
17,997916..-0,06416.. - 0,998.. =+ 11 
0,97 -4,0666 - 17,997916..=— 70,9 
0,9993... - 0,0666652 - 16,5 —_— 1,0 
221001,0 -0,06416..- 17,98.. = 2271151,8. 
DET = 
Zy = 5, 6,59443. 
4. Die Zählerdeterminante für x; : 
En 
10 20 20 4000 
1 
” 2 60 3 20000 
57 RS wo Er u Be U 
60 2400 4 1200000 
LET 1 1 83999999 
2400 12000 5 84000000 
18 | 1 
u N el LIE 
2 20 I 100 
Es Da 1 
240000 15 600 1500 
a | n 83999 999 
480 24000 84000 
18 1 au 1 
1 16,5 3,95 0 0,97 
— 940000 | 17,93... 0,9983... 0 0,9993... 
17,997916.. 0,999958 0 1001,0 
Daraus: 
16,5 - 0,9983... - 1001,0 — + 16488,9 
10L.. . 0,999958 - 0,97 —t 1783 
17,997916... - 3,95 0,9993.. =+ 71,0 
0,97 : 0,9983...  17,997916..=— 114 
0,9993...  - 0,999958 - 16,5 —— 164 
— 1001,0 . 3,95 17,98 — — 70907,5. 
zw — 41.543640. 
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5. Die Zählerdeterminante für &;: 





























9 1 1 1 
10 20 BoD ZU 
1 59 1 1 
zo _ ER 60 1200,2,008) 
s 1 1 RER. | 
60 2400 0000 4 
1 1 1 1 
2400 120000 ° 3600000 5 
1 
18 1 Tr 
a 50 007 
| 2 20 400 
FN300. ee 5999 | 
15 600 15000 
Per 1 ORE NEE j 
450 24000 720000 
18 1 0,06... —1 
10141650 3,95 0,06416.. 0 
1200 | 17,93. 0,9983... 4,0666 0 
17, 997916... 0,9999583 .. 0,0666652 0. 


Hier ist die Rechnung auf drei Dezimalen genau durchzuführen 


Man hat: 
+ 16,5 : 0,9983... - 0,0666652 = -- 1,098 
+ 17,93... « 0,9999583 = 0.064167 DE 1,150 
— 17,997916.. - 3,95 - 4,0666 ——- 289,101 
— 0,06416.. - 0,9983... . 17,9979167 45= —-. 12152 
— 4,0666 A 0,9999583 .. .» 16,5 —= — 67,096 
— 0,0666652 - 3,95 SARECH — — Be 
(a RE 
= 4 2,18379. 


Wir können jetzt die 
stimmen und erhalten: 


Werte der Unbekannten durch Division be- 


Zi i i 
u, = N = — 0,07330 [6 — nächste Stelle]. 
(4) se 


(4) ” 
1, — Fr — 0,24890 
(4) 
= - — 0,19997. 


Wir behandeln jetzt dasselbe Gleichungssystem noch einmal und 
zwar nach unserer Abtrennungsmethode, welche bei der Berechnung den 
transzendenten Teil der Abschätzung eo ipso liefert. Es genügt die 
Abtrennung der ersten 3 Kolonnen des Systemes.. Dann liest das 
System vor: 


Fı 200 7 500 %7 





l 1 
2 20000 "+7 300000 ” 
1 1 1 1 
> st 6) %ı-+ 60 %- 1200 
x BL uU— 5 " 
j 12.105 “57.108 ° 
1 I 
To AT TE 
a en 
5421082 2°7751684.107,°3 
tm tn “t sm 
Sen 3200 10000 % 73600000 " 
%=.00.K:-=.00 
Die restierende Form N N awzixk ıst sicher klein von der 
i=lk=4 
2. Ordnung (größtes Glied 00) ergibt also eine sehr gute Konver- 


genz. Wir bestimmen die auftretenden Konstanten bis auf 7 Stellen 


genau. Es ist 
i=o00k= 00 


(d=1, 2, 3) = %9 -H S iR &i u PIE Aoi Vik Zk u 


i=4 i=4 k=4 


wobei wir unter den 2 jetzt die neu entstandenen rechten Seiten der 
Gleichungen verstehen. 


Für die einzelnen Faltungen finden wir: 


(18.8, 


I Auiyi = A,4Y, = 0,0005 
i=4 + I; Y%, = 0,0000333 eg 
1 0,,4, = 0,0000023 
- Ay = 0,0000001 
— 0,0005358 





i=00 k=00 


Ari dik Yr Ay alsıYı = 0,0000000. 


i=4 k=4 


Also schon die 2. Faltung liefert für die 7. Dezimale keinen Bei- 
trag mehr. 


i=00 


DE FE URS NALLNE NER). 
V—4 

% 3 Aue, I Ara = 0,0000000. 
NA v4 


Die mit den & multiplizierten 2. Faltungen bleiben ebenfalls durch- 
weg ohne Einfluß auf die 7. Dezimale. 
"a2 = Ay Yı = 0,00001 
i=4 —+ Ay; Y, = 0,0000005 
— 0,0000105. 





Die mit & multiplizierten Glieder fallen weg. 


00 


> Azi yi (43, Yı = 0,0000001. 
i=4 


Somit wird 


x, — 0,5005358 + 10,0000010 2, + 05 0,08... 
2, — 0,3333438 -1- 052,  0,016..2,- 0,00083. .x; 
x, = 0,2500001 + 0,016... —-0,000416. „2-4 0,000016 ..2. 


Durch Ordnung nach den einzelnen Unbekannten ergibt sich so 
das Gleichungssystem: 


9,00000102, 05,4  0,03..0, = — 0,5005358. 
05%, — 0,983..2, + 0,00083..2, — — 0,3333438. 
0,016.. 2 --0,000416.. .x, — 0,999983 . .2, — — 0,2500001. 


Daraus lassen sich Zähler- und Nennerdeterminanten sicher auf 
5 Dezimalen genau bestimmen. 
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1. Die Nennerdeterminante N,;: 








—+ 9,0000010 - 0,983... - 0,999983.. = + 8,849853 
40,5 - 0,000416... - 0,03. . — —-0,000006 
+ 0,016... 0,5 - 0,00083 — —-0,000006 
—+0,03.. -0,983.. 0.016 2 — +- 0,000546 
— 0,00083.. - 0,000416.. » 9,0000010 = — 0,000003 Ri 
—+ 0,999983... - 0,5 : 0,5 — + 0,249995. N, —=9,10040. 
2. Die Zählerdeterminante für &, : zZ»: 
— 0,5005358 + 0,983%% - 0,999983 .. = — 0,492185 
— 0,3333438 - 0,000416... - 0,03... — — 0,000004 
— 0,2500001 - 0,5 - 0,00083 . . = — 0,000104 
—0,03.. 0,0983... - 0,2500001 = — 0,008194 
+- 0,00083.. - 0,000416.. - 0,5005358 — +- 0,000001 
— 0,999983 .. » 0,5 - 0,3333438 = — 0,166669. 
ZP — — 0,66715. 
3. Die Zählerdeterminante für &,: ZP: 
— 9,0000010 - 0,3333438 - 0,999983 .. - = 3,000045 
— (0,5 - 0,2500001 - 0,03... - = —.0,004166 
— 0,016... - 0,5005358 - 0,00083... — — 0,000006 
40,03.. - 0,3333435 - 0,016... - = —-0,000185 
— 0,00083.. - 0,2500001 . 9,0000010 » — + 0,001875 
— 0,999983... - 0,5005358 - 0,5 . —= — 0,250263. 
22 = 2,14166. 
4. Die Zählerdeterminante für x: ZP: 
—- 9,0000010 » 0,983 .. - 0,2500001 = + 2,212501 
—0,5 - 0,000416 .. - 0,5005358 — — 0,000104 
—0,016.. - 05 - 0,33334335 = — 0,002777 
— 0,5005358 - 0,983... - 0,016... = — 0,008203 
-+ 0,3333435 - 0,000416... - 9,0000010 —= + 0,001250 
— 0,2500001 - 0,5 : 0,5 — —-0,062500. 
i ZP — 2,26516. 
Wir finden daraus: 
zZ» 
a —_ — —.0,07331 [0 = nächste Stelle]. 
N; 
z® 
| %o N, 0,3019 
(3 3 
X, == 2 y 0,24890. 


er 


Diese Werte stimmen mit den durch die Determinantenmethode ge- 
fundenen Werten überein. Nur x, weicht um 4 Einheiten der 6. Dezi- 
male von dem hier gefundenen richtigen Werte ab, was die Richtigkeit 
unserer Abschätzung beweist, indem der Fehler keine Einheit der 
5. Dezimalstelle beträgt. 


Für x, liefert die erste Faltung keinen Beitrag mehr, der unsere 
Genauigkeit beeinflußt; man hat 


©, =Yy— 0,07331a,, 4 0,301924,, 1 0,248904,, 
— 0,2 — 0,07331 - 0,000416 . . -- 0,30192 - 0,0000083 . 

—- 0,24890 - 0, 0000002 — —: 0199972 
mit einer Genauigkeit von 6 Dezimalen. Allgemein hat man für &x («>29 
1 28410), 80199 a 
kL10R72 f («+ 1)! 10%-1 

2! ae @—1)! 1 
FI 2 ri -NIRR SENT 


Hin 





1 
= 777 — (0,0733) 


- 0,24890 








und es macht keine Schwierigkeit, die jeweils erreichbare Genauigkeit 
anzugeben. 





Vergleicht man nun die beiden Methoden hinsichtlich des numeri- 
schen Aufwandes, so scheint unbedingt die Determinantenmethode mehr 
Arbeit zu beanspruchen. Es sind 5 vierreihige Determinanten zu be- 
rechnen, jede mit 24 Gliedern ä 4 Faktoren und nur die Transformation 
auf dreireihige Determinanten kürzte die Rechnung etwas ab, eine Er- 
sparnis, welche nur durch die einfache Form der gewählten y und der 
ersten Koeffizienten des Schemas ermöglicht wurde. Sind aber die 
Konstanten selbst komplizierte Dezimalbrüche und ist die Konvergenz 
schwächer, so daß zur Erzielung derselben Genauigkeit die Beibehaltung 
eines 5- oder 6-reihigen Schemas erforderlich ist, dann wächst der 
numerische Aufwand ungemein. Trotzdem kann auch in diesen Fällen 
die Abtrennung eines etwa dreireihigen Schemas die obere Schranke 
der restierenden Form soweit herabdrücken, daß man möglichst wenig 
Faltungen heranziehen muß. Schließlich besitzen die Faltungen auch 
einen einfacheren Bau als die höheren Determinanten und lassen sich 
aus diesem Grunde bequemer berechnen und hinsichtlich der erreichten 
Genauigkeit besser überblicken. Die Behauptung des Herrn H. v. Koch 
(Stockholmer Vortrag, pag. 61), “que, pour l’etude d’un systeme d’equations 
ayant un determinant absolument convergent, on doit se servir de la 
theorie des determinants infinis’’ möchte ich daher in erster Linie auf 


TSBATR 


die Untersuchung der Matrix (vgl. etwa Theor. d. lin. Diff.-Gl.) bezogen 
wissen, während für die numerische Rechnung die Abtrennungsmethode 
den Vorzug verdient. 


8 3. 


Zwei Beispiele für die einfache Neumannsche Reihenentwiekelung 
(sukzessive Approximation). 


Als erstes Beispiel wählen wir das einfache System °®): 
2% — AR ==, 
— (0% 9% —o, =), 


Die dazugehörige Bilinearform ist symmetrisch: 


(2%) — | SZ uunt 2 am.) 


Weil die obere Schranke für 2 >>] 2i2i+ı gleich 2 ist, muß 0<, sein; 
i=1 
1 


d ist beliebig. Wir wählen 7 - und gehen bis zur 


21 1 1 
4. Faltung. Dann ist der Rest R, < le +. ) <7e0 also 
auf 2 Dezimalen genau. Infolge der Wahl der y wird die Genauigkeit 


noch bedeutend vergrößert. 
Setzt man alle 2 und y, deren Index <0O ist, gleich Null, dann 
ist die Resolvente: 


Kla;z,y)=(z.y)+ > (yi-ı4+ Yirı)+ 0° Syn alyi-.+ n) 


i=1 i=1 i=2 


Sm | 2ilyimı + 2YyiHı+ Yir)+ I alyi-ıt Yyir)t 2 alyi-at vi] 


Ü=00 oo 00 


+a?| I (2 y+3Yyir.+ Yyirı) + I a(2yi +3 Yi4 Yir)+ 2% lyi-a+ Yı) 


£ EL 8 
nt a?|- ? | + PR 
y=d, eye): 


2) Hilbert, 4. Mitt. pag. 207. 


PR}. 


Man findet: 


ıy87 1 Arrul, 
een a 


1 2 
1 De 
BE EMO OR En 2 BD 


a=0+0+4042,4,0 0,00. 


Es läßt sich leicht zeigen, daß x, auch gleich dem Kettenbruch 














0,4 
4— ] 
4—1 
4—. 
ist; dann ist aber 
0,4 a 
=, 1 1,7320 OUT 


Für &, hat man jetzt aus der ersten Gleichung des Systems: 
2, — 4 (x, — 0,1) = 0,028. Auf diese Weise ergibt sich, daß auch in x, 
die dritte Dezimalstelle noch richtig ist, «, dagegen ist nur auf 2 Dezi- 
malen richtig angegeben. 


Als zweites Beispiel wählen wir das von G. W. Hill?) aufgelöste 
„vierseitig-unendliche* Gleichungssystem mit den Unbekannten Ur; und 


den Koeffizienten hx KEN 90): 
0 03 +hals hs Hat ne 
ar RT U, +hz3U0ı +h-s309; +. = —2h,,, 
en a [PU EBRPE E PL Pe 1 ES HR a EN EP a 
in Ve ee UP ul LER UP En RER 2h,, 
:+MU-t hs U_} +h U, DE Dot in 4 hs, 


Die Mittelkolonne wurde ausgelassen, da aus Symmetriegründen 
erhellt, daß der Wert der zugehörigen Unbekannten gleich Null ist. 


Die dem System zugehörige Bilinearform ist 
i=+00 k=-+00 


eU+Z 2 hnmUı (f+8), 


FE N RER rn 





25) Acta Math. Bd. 8. pag. 14. 


RUN SR 


das System der rechtsstehenden Konstanten: 
Ye = 2khr (k von — oo bis +00). 


Die A haben folgende Werte°‘%), die wir auf 11 Stellen genau 
angeben: 


hı = 0,00454712243 h-ı—= 0,00869574696 
h. —= 0,00002939328 h_2 = — 0,00000049137 
hs — 0,00000021022 h_3 = — 0,00000001230 
ha = 0,00000000157 h_4 = — 0,00000000008 


h, = 0,00000000001 


Hill berechnet die U auf 16 Stellen, wir begnügen uns mit einer 
Genauigkeit von 10 Dezimalen. 


ers HE 
Die obere Schranke der Form A, U)— 3 I Rızrz Uk(kto 


i=-00 k=—o0 


k=-+00 
für J UP<1, I lal’<1 ist kleiner als & Ihr! < 0,015. Unter den- 
( @ k=— 00 
(k #0) 


selben Voraussetzungen ist 
\K®(z,U)|<0,00023, |K'”(z,U)|<0,00000385, |K(z,U)|< 0,000000053. 


Da aber 3 yi” < 0,0004, VE yi- <0,02 ist, so wird 
(ü) 0) 
‚KK (e,y)| < 0,000000001. 

Wir brauchen bloß bis zur 4. Faltung zu gehen, die 5. Faltung 
K“(z,y) überschreitet in ihrem Gesamtbetrage sicher nicht 2 Einheiten 
der 11. Dezimalstelle. Von den vorhergehenden Faltungen nehmen wir 
nur diejenigen Glieder, welche gerade noch für die 11. Dezimale einen 
Beitrag liefern. Bei der geringen Fehlerkumulation, die durch die 
alternierenden Vorzeichen abgeschwächt wird, dürfen wir dann die 
10. Dezimale als richtig voraussetzen. 


Nach der bekannten Formel für die Resolvente ergibt sich: 
U,=2p ip —- DI2khp-hr + DI 2lhp-achr-ı vn —- I 2 mhp-nhr-ı u-mhmt-*- 
(P+0) (pPrFkk+O (prhkHLIFO) (prhkHl,im,mt0).. 
Alle Indices von —oo bis +». 


Es tritt also in jeder Summe jede mögliche Permutation der h 
auf, für welche die Summe der Indices gleich p ist. Wir unterdrücken 
in unseren Formeln von vornherein alle Glieder, welche für die 11. Dezi- 
male belanglos sind und erhalten: 


?) G. W. Hill, Researches in the Lunar Theory. American Journal Bd. I 
pag. 247. 
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U, = 2h—?2hhnr-+2h2. + 2ht?hna—6hıh-!hr + 4hhrR, 





Positiv: Negativ: 
2 hı — 0,00909424487 2hsh-ı = 0,00000051119 
2 h-1? hs = 0,00000000003 ö hıh-1? he = 0,00000000006 
2 hı?h-ı = 0,00000035959 0,00000051125. 
4 h_1? hı? = 0,00000000002 

0,00909460452. U, = 0,0090940932. 
Un = — 2h-1 +2h2h1n— 2h?hh+2h_? —4Ahrhr. 

Positiv: Negativ: 

2 h_1° hs — 0,00000000003. 2h-ı == 0,01739149392 


— 2-3 — 0,00000000446 
2h_1?hı = 0,00000068767 
4 h1? h_23 = 0,00000000005 
0,01739218610. 

U_1= —.0,0173921860. 


D,—=4h,—4hhn— 2h? 1 8hh-ık—Ahrihn. 








Positiv: Negativ: 
4 hs — 0,00011757313 4hzh-ı = 0,00000000731 
8 hıh-ı hs = 0,00000000929 2 == 0,00004135264 
-0,00011758242. 4 hı? h_ı = 0,00000000326 
0,00004136322. 


U; = 0,0000762192. 
RR, — —4 ha = 4 ae hı 1 2 h —8 hı 17 IR + 4 h_? hı. 


Positiv: Negativ: 
— 4h-; — 0,00000196548 — 4 h_3 hı = 0,00000000022. 
2h-,? — 0,00015123203 


— 8 hy h-1h-2 — 0,00000000015 
4h-?hı = 0,00000001196 
0,00015320963. U_, = 0,0001532094. 


VG =6h—6huha—6hıet 6hehn-t 12hıhahs 
-- 2 hi? — 18 hr h-ı hs — 6 hi® has: 








Positiv: Negativ: 
6 hs — 0,00000126132 Ghah-ı = 0,00000000008 
6hs?h-1 = 0,00000000004 6hıhe = 0,00000080192 
12 hıh-ı hs = 0,00000000009 18 hı? h-ı hs — 0,00000000009 
2 hr — 0,00000018803 0,00000080209. 


61th = 0,00000000002 
0,00000144951. U; — 0,0000006474. 





AR 


U = — 6 h-s + 6 h_ı h- , h-° ra: 6 h_1thı. 





Positiv: Negativ: 
— 6 h_3 = 0,00000007381. — 6h-ıh-2 = 0,00000002563 
2 hr — 000000131507 
6h-1!hı = 0,00000000015 
0,00000134086. 


Us = — 0,0000012670. 
U; = 8 Ra == 8 hı Rz —4 hs? _— fe) hr Ra == 2 hı*. 








Positiv: Negativ: 
8hı = 0,00000001261 8 Rı hs = 0,00000000763 
8 hr? hr = 0,00000000486 4h2? = 0,00000000345 
0.00000001 747. 2 hı* = 0,00000000085 
0.00000001194. 


U, = 0,0000000055. 
LP; = —ß h-4 — 8 Rh Rh —8 , h-2 + 2 R=r° 





Positiv: Negativ: 
— 8h-ı = 0,00000000068 — 8% -1h-3 = 0,00000000085. 
— 8h_1?h-2 = 0,00000000029 
2h-t = 0,00000001143 
0,00000001241. U = 0,0000000115. 


Die gefundenen Werte stimmen vollkommen mit den von Hill 
l. c. pag. 34 angegebenen überein. 


| S4. 
Zwei Beispiele für die Reihenentwickelung des Herrn Hilb. 


Wir wählen als erstes Beispiel ein solches, dessen Bilinearform 
(22)— (A --iu) K(z,2) quadratisch ist; dann wissen wir, daß eine Re- 
solvente existieren muß, wenn 4 und « reell und «-£O ist. Um Rech- 
nung zu sparen, setzen wir A=(, «—=1; um ferner obere und untere 
Schranke von (z2)—+ K®(2,2) nahe zusammenzudrängen, setzen wir 
K(e,2) gleich der im ersten Beispiel des vorigen Paragraphen ver- 


I=%00 
wendeten Form 3 272741, vermehrt um eine stark gegen Null konver- 
j=1 
gierende vollstetige Form: 
= 00 < wem ne 
BR Sin... Deren) 4% N 
Ki, 2) — 2 2j2j41 +>x( I )wrarnt a k ) 10?G+%-2)' 
I>?R 


j=l (sk) 





4* 


nr 
Dann werden die linken Seiten der ersten vier Gleichungen: 
1—:1-0,01), —1:0,50022, —i-3-10-°z, —1.4.10®, — 
—i1-0,5002 2, + (1—1-3-10-92,  —1-(0,5-+6-10-®)@; —ı- 10-9 %,— 
— 1.3.1082, —i- (0,546: 10-8)x,+(1— 3 10°)2,— 2(0,5 +2 10-19), — 
— +4 10-82, —1-10-° 8%, —i(0,5 + 2- 10-11), + (1— 2-35. 10-190, — 


“, 


2 


Zunächst ist die Resolvente der quadratischen Form: 
K&,)— iKle,-)] [2 ) + Kl, )]= (22) + K”e, 2) 
zu bestimmen. Die obere Schranke dieser Form ist kleiner als 


1--(1-+ 0,011)? < 2,0222. 


Wir haben nun & so zu bestimmen, daß 2,0222&«<2 wird. 
Dann besitzt 


(22) — ((z2) — al(ee) + KK”, 2)]) 


eine Resolvente. Eine obere Schranke für den Absolutbetrag des Aus- 
drucks in der geschweiften Klammer ist unter der Voraussetzung, daß 
die untere Schranke von K@(z,2) die Null ist, die größere der beiden 


Zahlen 1—« und 2,0222«—1. Wir wählen «= dann wird 
1—«=0,34 und 2,0222#&—1=0,33. Brechen wir mit der 3. Faltung ab 
und ziehen in Betracht, daß die Resolvente noch mit a|(zz) +  K(z, 2)] ge- 


faltet wird, so beträgt der Fehler, wenn 5 Iyl? = ist, höchstens 0,34? 


j=1 
für den reellen wie für den imaginären Bestandteil der Lösungen, also 
1 Einheit der 2. Dezimalstelle. %x sei gleich 10-®+1 (&=1,2,....); der 


” j=080 
geringe Überschuß von 3% yj? über 1 kann die Genauigkeit nicht be- 
j-1 
einflussen. 


Bei Verwendungvon3Faltungenist die Resolvente von al(z2) + K”(2,2)]: 


R(2,y) = (ey) +4(zy) — aley)+ Key} + ed —aley)+ Kay)” 
+iey) — alle) + Key)” 
= (2) + (1—a) (ey)—aK“”(e,Y) 
u a) (ey) — 2a (1—e) K%e,y)+a’ K"(e,y) 
— a) zy) — 3a(l—a) K”le,y) + 3a’ l—a)K“(z,y) 
— 03 KW 2,1). 


MER 


Falten wir noch mit al(ey\+:K(zy)], so ergibt sich die Resol- 
vente des Gleichungssystemes in der Form: 


Ki;z,y=(y)|aet+ll—e)e+l1—a?a+(1—-a)”a]— KAlz,y)[a®+20:(1—«) 
+33 1 —a)]+ RO y)[ai+3a (1a) R Ne, y 


+UK(z,y)[a+(1—a)a+(1—a)a+(1—a)a]—K ®lz,y)[a®+202(1—a) 
+3 1a?) + Kyle +3al—a) eK, Y)}. 


Zur Abkürzung sei: 
K%z,y)=Als => arzıyr, KMe,y)=D(e,y)= 3 dirziyr, 
Ka, y=B(ia, =: ßazy, KR, y)=E(e,y)= 3 eir2iyr, 
KA, y=-0&y=2&yazy, Ka, y)=I&y)=2 pirziye. 


dellss.ce). 


Wir geben die Logarithmen der Zahlenfaktoren der einzelnen 
Faltungen (für die erreichbare Genauigkeit sind vierstellige Logarıthmen 
ausreichend): 

1. für (zy), K(e,y) : 0,9938 —1, 
2. für Alz,y), D(e,y) : 0,9441—1, 
3-für B(e,y), E(e,y) : 0,7589—1, 
4. für O(z,y), F(e,y) : 0,2682—1. 


Es folgen nun Tabellen für die Werte der Faltungen. 


1. K(z,y) Genauigkeit: 6 Dezimalen. (aix=arı) 


a,,=0,010000 
a, —=0,500200 0.000003 
2.0.0000037 a,—0,500000. a,=a,=::-—0,500000. 


2. A(2,y) Genauigkeit: 5 Dezimalen. (air=«x:). 
4, =0,25030 | 
&=0,00500 &=0,50020 a;—=0,5000=a,,=::- 
3025010 a,=0,25000 a,,=0,25000=0,=-:- 


3. B(z,y) Genauigkeit: 5 Dezimalen. (Pir=Pk:). 


B,1=0,12522 

Bia=0,00375 Pya=0,31272 

6,5=0,18765 $,=0,00125 B3;=0,87505 Bu=0,37500-=ß,= :-- 
B1.=0,00125 B3=0,25005 Pz;=0,25000 B4s=0,2500=ß,,= 
845=0,06252 . 855=0,06250 #3,=0,06250 A4s=0,06250=Pß,= 


4. C(z,y) Genauigkeit: 4 Dezimalen. 


Y11 0,0782 
Y1a= 0,0028 
Yı3 0,1407 


y1,—=0,0015 
I elUTOL 
Y15= 0,0003 
Y17=0,0156 


5. D(z,y) Genauigkeit: 4 Dezimalen. 


d,,=0,0050 
d,,=0,2502 
30,00% 
d,,=0,1250 


6. L(z,y) Genauigkeit: 4 Dezimalen. 


&,=0,0031 
& 5 0,0025 
&14 — 0, l 250 
2,5 0.0006 
Eis = 0,03 l 2 


7. F(z,y) Genauigkeit: 4 Dezimalen. 


p1ı1=0,0021 
p=0,1095 
p,5=0,0021 
P1=0,1094 
P1,=0,0009 


p16=0,0469 
P17=0,0001 


Via —=(), 0078 


Ygg= 0,2189 
Ya; 0,0015 
Ya=0,2188 
Ya; = 0,0003 
Yoa= 0,0937 
Ygg = 0,0156 


O9, 0,0025 
(0,3751 
0, =V1200 


&99 =0,0025 
& = 0,2813 
&9, = 0,0006 
&,= 0,1562 
&97= 0,0312 


Pos = 0,0021 
Po, = 0,2188 
Ps, = 0,0009 
Ps, =V,1562 
Pa, =0,0001 
(Jar —(),0546 


Ps, = 0,0078 
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Ya = 0,2969 
Ya, = 0,0003 
Y25,= 0,2343 
Y—=0,0937 
Y39= 0,0156 


&,,—0,0006 
&,,—= 0,3125 


&;, 0,1562 
&,,= 0,0312 


Ps, = 0,0009 
34 0,2656 
Ps; =0,0001 
P3,= 0,1640 
3, = 0,0546 


p3,0= 0,0078 


— 


(YıRr=yiı). 


Y4=0,35125= Ys” ... 
Y= 0,2343 = Ynz 
Ya =0,0937 = Ysy ... 
y4,10= 0,0156 =Y;,1= PR 


(dir=dki). 


RA Ay ET ... 
0, =0,1250=4d,,= ++ 


(Eik= Ei). 


&e,=0,3125= 8, 
Eig =0,0312=8,1= win 


I 


(pır=Yai). 


p=0,0001 
p4;=0,2734 
P;,=0,2734= TER 
4, = 0,1640 
P;,— 0,1640 — Rn 
P,=0,0546 | 
p5,0=0,0546=pun=:*: 
4,11 = 0,0078 
p5,12=0,0078 = Ys,13= + 


Dabei wurden sämtliche Koeffizienten angeschrieben, die oberhalb 
der angegebenen Genauigkeitsgrenze geltende Ziffern haben, obwohl 
nicht alle für die Bildung der Resolvente notwendig sind. 


Zur Bestimmung der Unbekannten hat man jetzt nur die Summen 
2 AkpYp; >> Okp Yp, 2 Pkp Yo, ing DS PrpYv (k=1,2,...) ZU, bilden, die- 
(p) (p) (») (p) 
selben mit den Konstanten, deren Logarithmen wir angaben, zu multi- 


plizieren und die Produkte mit den richtigen Vorzeichen genommen zu 
addieren. Für diese Produkte ergibt sich 


2 %g % 7 
(2Y) 4 0,9860 + 0,0986 + 0,0098  -+ 0,0009 
A(z, y) — 0,2227 0— 0,0486 — 0,2243 — 0,0224 
B(e, y) + 0,0731 + 0,0202 -+ 0,1099 + 0,0152 
O2, Y) = OGlAR 004. — 0,0866, 0,0043 
Kia, y) + 0,0591 + 0,4981 + 0,0497 -+ 0,0049 
Die, y) — 0,0264 = .0,2236 4° ——:0,0854:  — 0,1134 
E(z, y) 70108000915 0,0177 4.400785 
Fe, y) BER Re 0,0045 0,0807 
Durch Addition folgt: | 
& =0,821-4:-004, = —0,131-+1-0,097, 
% = 0,065 -+ 2: 0,345, x = — 0,01 — ti: 0,055. 


Die Probe ergibt für die erste Gleichung als rechte Seite 
0,994 — 7 0,000 statt 1. 


Als 2. Beispiel betrachten wir das eines gewissen Interesses nicht 
entbehrende System: 


(1) u t%+ r 1 ree=Y 

tt %+ $ run Y 

a rur = 

p sei positive Zahl, größer AN \ a. 


Da die obere Grenze der zu (2%) hinzutretenden Bilinearform 
I=00 K=00 or Ay e f . \ 
mern 23 .-— für jedes p oberhalb 1 liegt, ist die direkte 


ENT A PETER N hope 


Neumannsche Entwickelung nach unserer Theorie nicht anwendbar. 
Da aber wegen der eine lineare Abhängigkeit im Unendlichen aus- 
schließenden Form des Gleichungssystems |(2,.) + Az, »)| I) + Az; »)] 
ein von Null wesentlich verschiedenes Minimum besitzen muß, ist die 
Entwickelung des Herrn Hilb verwendbar. Daß überdies eine ein- 


BR 1 


deutige Resolvente existiert, läßt sich leicht folgendermaßen einsehen. 
Soll unser System eine von Null verschiedene, homogene, reguläre Lösung 
besitzen, so muß das System 


ER 
(U) Er 
Le ee FT 0, 


%z Rt = 0, 


eine reguläre Lösung besitzen. Zwischen den linken Seiten dieses 
Systems besteht nun eine sofort angebbare lineare Abhängigkeit im 
Unendlichen und da diese auch für die rechten Seiten bestehen muß, 
so folgt x, =0; setzt man jetzt x, auf die rechte Seite, so ergibt der- 
selbe Schluß 2, =0 etc. 

In diesem Falle läßt sich nz Kriterium [(2,-)+ K(z,-)] 
I(2,.)+ K(e,-)|>n>0 auch direkt beweisen. Bezeichnen wir die an- 
geschriebene Faltung mit Plz, 2) = 2, kmzıen, so besagt das Toep- 


litzsche Kriterium, daß P(z,z) den Wert nicht im Spektrum besitzt, 
oder daß, unter -/„(4) die Determinante 





ı1—Akı —Aka —::: —Akın 
— Aka 1— Aka — +: —Aken 
= Alknı A: . ee 
verstanden, l/ım An(4) nicht gegen Null konvergiert, falls dieser Grenz- 
2% 


wert überhaupt existiert. 








p ar 
£ m —— — Z .( ; Tele . 
Pie, 2) el (22) + "182, zuziedairat k). (+0) 
An(}) transformieren wir durch 4 ——., in Dn(w), so daß der kritische 


Punkt u«=0 wird. 


Wir ar also 
Den: 2 rp 1. 29 ir Sale 





























Kr I = Pi (p—1)p (»—1)p"? 
En nr 2p’—hı sp tpl int 

Di=ı P—l Pl (P’—1) (Dr 

an a P+p—1 p+p—1 : 5%, he 21 
(P—1)p"2 (p—1)p" 3 (pP—1p"t d 1 


— 51 — 





























c 2 e1 2 at 
en PIeZi... a a 
2 D 2) 3 ver 1 
5: 1 Br „@—)4+pP—-1pPtp—1l--- --- p a 
Bei 
Be —1 (el aD de ER a 2 ee. 2 2 
2 ar DR u nee 
Wir subtrahieren von jeder Zeile die mit multiplizierte darunter- 
stehende: 
u p-1)+2p°-1 Pen 1 a ee u (pP? — - 2pP’—1 een 0 | 
2 Er 2_1)+4+99?— 
a er u) ven +2p—1—? ” a ee r Tu % 
Aw-hr | 
hi 
Ber! p+p—] DEN DET LE 
| De—2 p—3 pn-4 ge up 1)+2p°—1 
e ls (u) : 
Setzt man D„ Wa _18 und entwickelt nach den Elementen 


der ersten Zeile, so folgt: 


Di (= [ern re 








(p—1)+2p°—1 
ae a - 2 TI_(pe4p—1) | 
wobei 
1 (p—-1)+2p®—1 
?19—1 ur.) ee e I le I a SUR 0 
B+r-D(1-) P'+D ; 
2 e$% Zuris BAER | 
@+ pl a em Prepat RUDI DIR 1 ZUR Cab 0 
ERE= p'’p p p 
2 — 2 —]1 . —1 ) > 
P+p—1 p Se p SE 7 up®—D)+2p—1 
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SeDr (P®-1)+2p—-1 
_1)+2P°—-1-% “= eye -1-m pP+p—1 up n p 
r s - AN er 
@+r-nl1—5) + 0 u(pP—1)+2p? 1 Der p+p—1l- 
p D e 
Ban da. DerDT pP+p-1 
pr-3 Fr 0 Aa De up —1)-+2 


= nr) + 1) (DI) Ia-eli) 


Daher wird 





Fi A Ar 2051 El 
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| u 20 SE DE, 
Ar er Ir Ta) ra en) 


oder schließlich 


a Das 


p 





1 
Du) 1414 ,)+ (1 
n=2,3,...) dabei ist D,(w)=1 zu setzen. 


Es ist jetzt leicht zu zeigen, daß /ım D„(0) >O ist; nämlich 


D,(0)= (14 (1) )Di- n-{1-t) Da-r(0) 
oder 


Dr (0) N (0) — (1 | 5 (Da-ı (0) er Da (0)) . 


Zunächst beachten wir, daß Da(0)— Dan-(0)>0O ist, weil 


29®—1 
p er 





2 
2,0-D,0)- ("2 -1)- 4 >0 ausfällt. lim Da(0) ist also 


wesentlich positiv. 


Nun hat man sukzessive: 


1\2 
D«0)= Da) (1) 1240) —D4-10) 


24404 | (1) +1.) 12,0 0)— Dn-(0)] 


® 2404| (1) +1) a —) IiD.,0 0)—Dr-(0)] 
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v=-n-1 1 23v p? 
[ET 
f +3 i 
 2p—1 Dev: 1 
Bent) AT In 
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Die lineare Abhängigkeit des Systemes (I) muß sich natürlich 
dadurch offenbaren, daß die Selbstfaltung der zugehörigen Bilinear- 
form A=m oder «u. =0 in ihrem Spektrum besitzt. In der Tat, defi- 
niert man D,(u) für System (II) auf dieselbe Weise wie D„(u) für 
System (D), so unterscheidet sich D„(u) von Dn(u) nur durch das erste 


2 
Element, welches bei Dun{w) gleich Kt ist, also um 1 kleiner als 


das entsprechende Element in Dy(u). Dann wird 


Ditu= (u(1+,)+ (1) | Data D4W 
und | 


D,(0)= 1.) [Da-10) —Da-0)]; Tim D,(0)=0, 


Zum Zwecke der Abschätzung bedarf es der Kenntnis des Mini- 
mums von P(z,2), also des größten Wertes A oder des kleinsten 
1 


Wertes |«|, für den dem Da(w=0 wird. Dieser Wert ist er: 


u. 


Für ıhn geht unsere Rekursionsformel über in 


2 2 —ı 2 
Re m de! Ds. ar Da-u) 











(p+1)? (Dar 
oder 
ke | er roN ıD WE kw ®+n—1 
Dy{u) (p+1)? Da-ılt) er (p+1) n-ıl HZ (p+1)% Dat) e 
1 ZU ie 
AUSG BR WDR’ 
Rn pP+p—1 MER ana | 
2 De 
= wo 


Daraus folgt, daß stets 


Dat) — nen: en TER >0 


PP 
(p+1) 





bleibt. Da mit wachsendem » [24 le] als positive 


Größe gegen Null geht, so muß 


sein, q. e. d. 
Daß A=(p-+1)? auch wirklich der größte Eigenwert ist, erkennen 
wir daraus, daß der »t® Abschnitt von P(z,z) sein Minimum erreicht für 
__I\r+1 = 
1 1 1 (—1) a. = 


— ee RE ET er Jar 7 BRERER DA m: 
In’ Yn’ 3 Yn’ nn Yn her 


und mit wachsendem » dem Werte BE. beliebig nahe kommt; also 


(?+1) 


i—=n 





untere Grenze von P(z,2).. Als Maximum von P(z,z) 


2 "es 
(p+1)? 
findet man leicht 


— Er u) 
p—1 


Nach unserer Abschätzungsmethode ($ 1,3) erhalten wir für 53 ye—1 
i-1 

als Resolvente eine Reihe, die im ungünstigsten Fall fortschreitet wie 
2(p—1)? 

RP BIER 
Die Konvergenz ist sehr schwach, so daß praktisch die Hilbsche Me- 
thode in diesem Fall weniger geeignet erscheint. Die expliziten Lö- 
sungen des Systems a) werden wir im nächsten Paragraphen angeben. 


eine geometrische Reihe nach Potenzen von (1 - 


B. Der transzendente Typus. 


Zuvörderst sollen 3 Beispiele nach der Koetteritzschschen 
Methode durchgerechnet werden, welche die Vorteile und vor allem die 
Mängel dieser bisher wenig beachteten Methode erkennen lassen. Als 
erstes Beispiel nehmen wir das noch der Erledigung harrende letzte 
Beispiel des vorigen Paragraphen, welches schon wegen seiner Gestalt 
unbedingt auf die Methode von Koetteritzsch hinweist. Obwohl es 
streng genommen nicht zu den transzendenten Typen gerechnet werden 
kann, behandeln wir es doch an dieser Stelle, da es gerade zeigt, mit 
welchem Nutzen sich die auf transzendente Typen zugeschnittene 
Koetteritzschsche Methode bisweilen ın elementaren Fällen ver- 
wenden läßt. 


LI 
© 


Erstes Beispiel zu Koetteritzsch. 


Unser System ist: 


a Sr Bela Y 
a Se 5 Tee Eier er m = Yı, 
p pP 
\ ji Tı l 
FB er *- Bl meer "= = Ya 
pP 


(p>1) 


Betrachten wir die Formeln (4.), welche zur Anwendung zu kommen 
haben, so sehen wir unmittelbar, daß Bir = Birr x+ı ausfallen muß, 


1 % j 
da ba = bir, at = ni @<%. Wir haben also nur die B.. e=1,2%.., 


zu bestimmen. Es wird 


Bı= 1, 
Ba= 1- Bu=l, 


1 h 1 
Bas= (1 . Bi Bu) == ve —); 
1 1 LA ® 
Bu= (1 5 Bis — — Ba+ Se B,) rn 1 = . 
p pP p 


n-2 


— 1 
Durch Schluß von n auf n+1 beweisen wir, daß Bin= (1- —) (n>]). 


Gilt dies nämlich für n=2, 3, ---,n, so finden wir nach (4.) 


ag il late 1 \n-1 
Te en 
Br? p Pan name 








» . 
1 1 IR 
Das letzte Glied (— —(i- —) vereinigt sich mit dem vorher- 
1 | 1 138 
gehenden (—1)r3 sl —) zu (—1)r3 I) , dieses un 
1 IE eh 
dem vorhergehenden zu (— 1"? mt Sr usw., bis schließlich 


; n—2 n—2 n—1 
ei 
p p pP pP 


Damit haben wir als Lösung: 
19 ie 
CKR=YR— Yr+ı ve )rer(1- 2) Ynrs or (k=lde..) 


Die Reihe für &% konvergiert also noch, wenn die ursprüngliche 


i=00 
Konvergenzbedingung der v( > yı konvergent dahin erweitert wird, 
i=1 

daß alle y ihrem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen Grenze 
N bleiben; dann bleiben auch die & ihrem absoluten Betrage nach 
unterhalb N(1+p) und machen, in die Gleichungen eingesetzt, jede 
Zeile zu einer konvergenten Reihe. Durch Einsetzen verifiziert man 


auch leicht die Richtigkeit der aufgefundenen Lösungen. 


IR et 


Es möge noch darauf hingewiesen werden, daß wir in lim D(0) 
N=0O 


eine konvergente Determinante kennen gelernt haben, welche nicht den 
H. v. Kochschen Bedingungen genügt. 


8 6. 


Zweites Beispiel zu Koetteritzsch. 


Wir betrachten das transzendente Gleichungssystem: 


1 1 1 

(M) + > Bu dr 7 re a 4} 
1 1 \ 

%ı+ DE 7 RTL — 43, 


1 1 1 
2 Gen Pe Peer Pe Bader er Int“ Yo, 


30 ne 


Wir bemerken zunächst, daß homogene reguläre Lösungen nicht 
existieren können; das System besitzt nämlich die am Ende des $ 3 
im I. Abschnitte besprochene Eigenschaft, daß die Lösungen durch 
Grenzbetrachtungen gewonnen werden können. Setzt man alle y gleich 
Null, so folgt zunächst &,=0; multipliziert man die 0% Gleichung bezw. 

g 
mit 2% (e=1,2,...), dann ergibt sich, weil lim ve) =(0 k=3,4...) 
0=00 
wird, &%=0 u. s. f. Ebenso besitzt das transponierte System keine 
reguläre homogene Lösung. 


Um das Gleichungssystem auf die für Koetteritzsch kanonische 
Form zu bringen, verwenden wir zweckmäßig das folgende Verfahren, 
das auch Koetteritzsch schon benutzt hat: 


Wir bilden w"=yr—Yr+ı, %=1,3,...), wodurch wir erhalten 











1 2 (nr —1) (2) 
(1I.) 92 "a + 32 Lg + ar + Fr In -H we, —l)j , 
1 2 (n—1) (2) 
DIE userre Bun TYlRE 13 nt Br 
a (n—1) E60) 
90 2 ge ar er ne" re 


u 


(2) 
A A Eee . . 3 (V% 2 
Um jetzt x, zu eliminieren, bilden wir A Zoe (k=1,2.. 


und gelangen zu dem System 


1% rn —2)(n—]) 











(III) 5. 9.35 %-+ - .—- 5 IR: -Int Rz: = uw 
. EN) — 
1-2 —2)n—1 
I.ge9at Le zent ee — 0029, 


Durch Fortsetzung des Verfahrens erhält man als n!% System 








| n—1l In 77) Int ee: 
(n) Be a .=(, 
n—l En N In+ı 
Kehle ar a (m+1)rt1 Sn 0 
Klon Be ” Uni BR 


Da, wie man unmittelbar einsieht, an der Bildung der ersten 


.) 


Gleichung des Systems (n) die ersten »n Gleichungen des Systems (I) 
beteiligt sind (für n=2,3,...), so erhält man ein dem System (I) 


äquivalentes System, wenn man von jedem System die erste Gleichung 


nimmt und diese zu einem neuen System zusammenfaßt. 
Als kanonische Form Horn sich daher: 


+ Hr + Fahne a Zn [=y;l 


n—1\ &n 2 
1 + =, 
3 
—. 4 .o.oe — u, 


| 
Ki 
er 
Fe: 


SAlpne re 


Die Definitionsgleichung für die in den Lösungen auftretenden 
Größen B lautet also: 


ee (p+m) a) B», p+m-ı p+m—1 By», ptm-2 + 
Br, »+m=(pP-+ m) ( ]: ; (D-HmjprmZ uz 2 (p-Hm)p+m- 2 


= a) np | 


Durch den Schluß von m—1 auf m beweisen wir wie oben, daß 


Mm m 
Bea \p"- 


Diese Formel ist sicher richtig für m=0, denn Bp—=1. Sie gelte 
auch für m=2,3,..., m—l; dann wird 


Bumm-|(? 1 ) (Aue) pP” (pm) — a) a: "=" (p-+m)” 
ee au) Bet" | 


Durch Addition und Subtraktion der Größe & 2) p" ergibt sich: 























L ! m Ip” 2 BEN 
Bomann R zen p ae ae 1)! 


PT 1 
m! m! (m —1)! Da) 





u BIO 7 m 1?! m 
a sr om.) hard )2 (o-+m) || 


Unter Benützung der Relation: 
p+m—1\ (ptm—k)! _(ptm—1)!(m—1 (p+m—1)! (m | 
| k ) (m—k)\ (mi)! £ k )+r- m! -(#) - 














-1p"—-(7) pm) +3 )p "ptm) F--- 














"(pm)" | 
1 [(pP+m! m PP m—])! m 
=5il mi ? 7 a Ben) 
u BR ET 


ae OS 


Eine Lösung kann nur existieren, wenn 


m = 0 


3 (1o, Sr p=1,2,..) konvergiert. 
m=o 


Allein diese Bedingung ist nicht hinreichend. Sei nämlich das 
Konstantensystem 


=, y=y—'—l, 
so ergeben sich für die &, die Werte: 
1 m___1 


0,W=2, 0, 9=1,0,9) — Th 
und. es wird 


4 1 l 1 1 
u, =2-]1- Eue rel a Erna) Ei 


Dagegen hat man für alle übrigen «: 


p | k+1\ k , (k+2) 
(k +1) er | k + k 7 +1)! 


+. 
Et (+1)! Gm. a 
BT ik FAKE]! 

k 


| a ie »_ 
- liter) St 


Also’ 2, el en ee, 

Dieses Resultat war vorauszusehen, da in unserem Gleichungs- 
system die einzelnen Gleichungen sich derart stark beeinflussen, daß 
die Werte der y von einer gewissen Stelle an genügen, um alle voraus- 
gehenden y mitzubestimmen. Wir erhalten also die Lösung des Systems, 
in welchem alle y=1 gesetzt sind. Das System, in welchem eine end- 
liche Anzahl der y von 1 verschieden, alle übrigen aber gleich 1 sind, 


enthält einen Widerspruch und ist unlösbar, wie aus der oben ange- 


gebenen Limesbetrachtung erhellt. 


81. 
Drittes Beispiel zu Koetteritzsch. 


(Gegeben sei das Gleichungssystem : 
1 1 
ur rt sure —Yı 
l 1 ] 
() au TgaTgat me 
l 1 | 
3 #ı sm 4 44% +. =y 





TE 








‚x 
ei Er 
a 
h u“ ge sr ü = 
” ü E = 
er ® Enz 4 
= ® uud w 


ö = 
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Die kanonische Form stellen wir wie im vorigen Paragraphen her 


1 bilden: or 1 hy — (?— 1) ye-ı. (k=23,...) 
adurch resultiert das System 








..s 1 2 = 
2. ee ti Pa 
m ee art Re =), 

1 2 - 
tat. 


- System (II) entsteht durch die Kombination 
a _ td —korı 


w 2 W=2 3, 
1-2 2.3 
zasatıgsat me 
1-2 2.8 
Bene rise. Tat“ 0, 
1-2 2.3 &) 


tet — 
Allgemein We wir 
n Ben Hu 


SS (k=2, 3...) 
woraus sich ergibt: 
F en (n—)! n!n! +!a+1)! m 


Intat ** =0, 


(n 
@r—1)! at 12R)! art 2!(2n +1)! 


(n—1)!n! 


a ER ER u a) 





“ an ne aan rt 
rue er met Sraagan © tee 
* RS Das RER ist 
| + Ass 5 ++ at = ol, [ey] 
2 » tz amt + LERNEN. 


1-2 a2) n—1) 
3.4. a : Rt) 


nt a 


» ” » 


tn R 
nr tn", 


* ” . * u.» ” . 





ae A te 
Wir beweisen wie oben, daß 


2p-A-m—1 2 m—2\ . m=0,1,2,... 
Inne RER HRG) oh 


Zuerst zeigen wir, daß die Formel für p=1 gilt. Fürrp=1,m=0 
wird B,,=1; die Richtigkeit der Formel sei noch für Di, Bis, ---, 
B,,m+ı bewiesen gedacht, dann wird vermöge unserer Rekursionsformel 


B Apr tm+1i—])! Iren Be, 
RT pH)? Niteptm)! 221) 


2p+m—2 ah RB | 
+[ 2DE ls Hp Em 1-F 1)! | PN ) 


an mi Be 2 
+ ı )I* A 2 


Kae ud nr ee) 

B, a 2m +11 (°F 9) 2m-1 | 
+) 

Auf GrunderiRreRelakten de: = Be ”) +”, Ze *) 


hat man 


Bi, „4 = [2m +1]4+ (* 7°) Bi (arte) 2]+:-- 
a a EI 


m 

















+ 


Nun ist bekanntlich 
_ 9. {2m+2 2m --2 m+1/2m—- 2 
0=2-| 6 \-2( | ++) (a 


daher 


BI far ,) Rat; Ba: m) 


und man hat 
Binnen enaee (a) ze ("I )area. 


Unsere Formel gilt also für p=1 und jedes m. Wir nehmen 
an, sie gelte für p=1,2,-.-, p—1 und jedes m und für p=p und 
m=(,1,2,---m; dann zeigen wir, daß sie auch für p=p und 
m=m+1 gilt. Durch diesen Nachweis ist die Richtigkeit unserer 


BE 


Formel im vollen Umfange bewiesen, da sie für m=0 und jedes p 
richtig ist und man auf diese Weise ihre Richtigkeit für p=2, 
m=1,2,--,p=3, m=1,2.-- etc. erschließen kann. 


Unsere Rekursionsformel können wir mit Zusammenziehung einiger 
Faktoren schreiben: 


(er - er — 2) (li | 


Br, p-+m-+1 


2p—1 2p—1 
- (2pP +2m-+1 ers? (d. nm zoll, 
2 | 2p —1 Ä 2p—1 7a 





eo) 
N DE 2 + 2m + r) 


m] 
Mit Hilfe der Relation 


2p +2m +1 Be Im ef 2p + 2m 

een 
eier 
een 


Er yr Hr Per) 


und hieraus vermöge der Relation 
k k—2\_ (k—1 k—2 
B p ls) 
2p +m —] a 2p m —2 ed a) 
2p—1 2» —1 | 2» — 2 
2 2p+m—3\| [2p-+2m\ | (2p-+ ee 
| 2p —2 2 2p — 2 2» — 2 
m-ı[2p + 2m\ | (2p —1 2p —2 
ee ee a] 
m[?2 2m 
Üben wir die ganze bisherige Umformung noch einmal auf den 


Ausdruck 
K »-m—1 2»p--m—2 
Dy, UIMELISE (( re )+ \ SE )\ 


aus, der dem für By, ptm+ı ganz analog gebaut ist, so finden wir 
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2p — 1 


u (Ur u re ae 
Pe el 
He 7 al 
+ er 
u... ee 
ee ee 
HRS P)+ Bons im 
una t 
a tr He) 
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2p + m 2 m—1 
"Gurt )eea 
Nun möge Bet Konstantensystem betrachtet werden 
vn u 
y-l, %-= 2 lab \ .) BER; = SeRR 


1 
Die ae muß konvergieren, weil Hr zugehörige Bilinear- 
In der Tat hat man: 


2ixk beschränkt ıst. 
V=0O if 


$) 








n =00 k=c0 
orm 5 > 
i=1 k=1 rn | 
17]; 17 2 130° SHE: 
Une wa 0, Te a2 MENDEIUDE 5 
f N=0O n=00 | f } N=OO / 
also ist 3 n<M? 3 — omit die Konvergenz von Yn” be- 
n=1 n=1 N? n=1 
wiesen ist. 
Die », berechnen sich zu folgenden Werten 
1 ee! RR 
(W1 9 BY .e,. Wi m— In’ ne 





Es wird 
ar 3 Day an n-+1) 
1 1 
eis ıbgtee.. tere Ho) =0. 


Für x, dagegen finden wir eine zwischen — und +» oszil- 
lierende Reihe 








El (elle) | G)+EÜ)  B+R) 
Que 2.3 344 4.5 Be 
1 5 14 30 
513- Re en Hehe 


Suchen wir den „Mittelwert“ der divergenten Reihe für - 5 so 


ergibt sich, wenn wir unter », die Summe der ersten » Glieder der 
Reihe verstehen, 


3 2 5 4 7 6 
N er BR ee u ee 
Der Grenzwert lim a en ih. 


Der Grenzwert lim = ar. ee Er somit ist der Mittel- 
N=OO aa! Zu 





wert der Reihe a und für x, ist 1 zu setzen. 


1 

Die Mittelwerte der Reihen für #,, %,, ... ergeben sich zu 5; 
N 2 1 

‚... und man verifiziert in der Tat durch Einsetzen, daß 0, 1, 


wm wm 


‚... ein Lösungssystem mit konvergenter Quadratsumme darstellt. 


Resümee: Wie das erste Beispiel zeigt, kann in günstig ge- 
lagerten Fällen die Koetteritzschsche Methode zur numerischen Be- 
stimmung einer als existierend erkannten Lösung rascher zum Ziele 
führen als andere Methoden. Dagegen zeigen die beiden anderen Bei- 
spiele die bereits erwähnten Nachteile, daß sowohl Lösungen existieren 
können, ohne daß die Reihen konvergieren, und daß die Reihen kon- 
vergieren können, ohne daß Lösungen existieren. Im ersteren Falle 
dürfte es bisweilen gelingen, durch Bestimmung der Mittelwerte der 


Be 


oszillierenden Reihen die Lösung zu gewinnen. Auf jeden Fall ist die 
Richtigkeit des Resultats stets durch Einsetzen in die Gleichungen zu 
prüfen und diese Unsicherheit erlaubt uns nicht, in unserer Methode 
mehr als ein heuristisches Hilfsmittel für den numerischen Gebrauch zu 
erblicken. 


88. 
Beispiel zu E. Schmidts Methode. 


Da bei dieser Methode die Faltungen der linken Gleichungsseiten 
eine wichtige Rolle spielen, so versprechen nur solche Typen eine 
einigermaßen erfolgreiche Durchführung der Rechnung, bei denen die 
Faltungen sofort angegeben werden. können. Wir wählen daher das 
folgende Gleichungssystem: 


1 1 1 
Aa)=%+ gatryatgirt Be Ye 
| 1 1 1 
Aa), +35%e tg tat =ye 


1 1 1 
Aa, Zur ern arleet 


Dann ist die Faltung Aral) pa)? 
Um unsere Gleichungen in orthogonale Linearformen 


i=1 


überzuführen, haben wir nach $ 3 des I. Abschnittes das Gleichungs- 
system 














2 __ Mm 
Cnı > en 5 +: + Onn- 2 nie 1 Mar iS 
3n Sn—1 
GULTEn ler In AR, -— Cm, nalayr CH nr 
an MR nn—1l 


md, u KARL en at tm = — nn-t1—1 


aufzulösen, in welchem wir zunächst can —=1 gesetzt haben. Man er- 
hält also 


An 1,0 ae} 






































| 4 ER Te 2n-+1 
3 5 ee a 
6 VENEN BOB EL 3n-1 
5 8 30—1—130+1—1 dn— 13% +1—1 
2n 3n Fr no—1 no-+1 n? nn 1 
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u; 63, >3n 
B) 5 2n—1 
Ba 4 7 Ren eier 
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Ian re 1 


Wir behandeln Zähler und Nenner gesondert; es wird 











1 1 1 
3 ih: 2n—]1 
1 1 1 
Nn=(n!}% 5 183 3n—1 
1 1 1 
Ba Dont en 1 


Stellen wir durch entsprechende Multiplikation und Division ın 
der letzten Kolonne überall die Größe 1 her, so folgt 
Arme 











3 5 Ei 
1\2 D) 
nn, m me ET 
a) (kn —1) 
k=2 ; 3 
"—-1l1 ®—1l A 








2n—13n—1 
Nun subtrahieren wir von jeder Zeile die unterste Zeile; am all- 
gemeinen Glied vollzieht sich diese Subtraktion folgendermaßen: 
anen: IR in Dun Zr) 
vp—1l np—1 (p—l)np—1) 
Dabei soll fortan (p—1) die Kolonne, (r—1) die Zeile angeben, 
der das als Funktion von p und » aufgefaßte allgemeine Glied ent- 
nommen ist. Wir finden also 











2 m—2) nn — 2). 
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k=n 
II(kn-1) 


K==2 


5(2n—1) 


n"—]1 
2n—]1l 


(n!)? Be 2)1)° 
kzn k=n-—1 
II(kn—1) II(kn—l) 


K=2 K=2 
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n-23n-3) In -3)n-3) 


8(dn—1) 


n—1 


an—l1l 


ar Salze 


1 





1.(n—2) 
2n—1—1)nn—1 1— -1) 
1.8) 





(in—1— 1) (nn —1—1) 








N Sy ram iäuh 


somit unter Berücksichtigung von a): 


b) 


’ (n— 2) u 


n"—1. 
| 
1 
nl 
1 
|| 
N 
n— 1)? —1 








k=n 
Bus n—1) 


IT 


k=2 


n—1- 


IT(k ven) 


Stellen wir jetzt auch in Zn,o-ı in der letzten Kolonne die Größe 


1 her, so finden wir 











an+i—1,, 2n+i—1 2a +i=1 7, 2nskiseie 
3 20—1—1 2e+-1 2-1 
ze ee ea m. che 
ellknzi-ı) 1% Ja 3 | 
ar: 220 of 
snfl—1  ‚naHl-1 ns, np 
an—l ne—1—1 ne -1—1 n—1 
Wir subtrahieren wieder die letzte Zeile von den darüberstehenden ; 
en en LE nn = 1AER (nal er 
allgemein: »p—1 np I Gp—U)mp—i)' 
(n—1)(n—2) ,, (n+2—e) (n—2) (n—e) (n—2) 12 1. (n—2) 
Zn, g1= sen) Bei me-i-i) Be+l-Ime+i-1)  AuzEre 
(rer n tn a In+2—e)in 8) nme) ns) Fre 
kn (2n—1) (Bol alten 1-1) Be+1-N(no+l—1) (nl) (m’—ı) 
EI en +1— 1) Eu . 
g; nn+-1 nazEi-ı anf an 
an—1 noe—l—1 no+1—1 n’—1 





























1 . 


0 


0 


1 


2) 








1 | 1 
3 20e-1-1 2e+l-1 

_r- heul Die ı ale: 1 
FE 5 30-1-1 3g+1-1 


(n+1—e) elf ker) ) TI (kn—ı) 


k=2 k=2 





FT 





somit unter Berücksichtigung von c): 











1)!(a — 2)! (ne — 1 
d) Zune —1 Eu % ei) k= ar ne ei! 1.01 
(rn —+1—.e) II(kn+1—1) II (kn—1) 
k=2 k=2 
und unter Berücksichtigung von b): 
k=n—1 
(m —1) ne—1) IT (kn— 1) 
En, e=1 — Tales Cn-1, 0-1 
n(n—1—e) IF (kn+1-—1) 
k=2 
oder 
k=n-1 
(n—1) VE H (kn —1) 
e) ne1=— — Cn-1, 0-1. 
rn +1—e) II (kn+1—1) 
k=1 


Damit haben wir eine Rekursionsformel, 
der Tatsache, daß co —=1 ist @=12%.. 
zu berechnen gestattet. 


versagt 





welche uns auf Grund 
»),; SUkZessive,0, +1,05 Co+2,0, : »- 
Diese @„,o-ı sind indessen noch etwas un- 


bequeme Zahlen; wir führen daher folgende vereinfachende Substitution aus: 


TEE Ra 


k=1 








An, e—1 "= (n er 1) ! En, g—1. 
Dann geht e) über in 
} ER Ins 1 
e‘) dn, eu n1—e) An— 1, 0-15 
k=0o—1 
II (ke—1l) 
de-1, e-1 = 27: g! a ne 


und man findet als independente Form 
k=n 


pet Ike) 
k=1 
+10)! 





dn, e—1 Yr 


Bun 


Wir gehen jetzt an die Normierung der Z/„(x) = Sc Az). Zu 












































i=1 
diesem Ende haben wir Z’„(x) durch YL’n() L’n() zu dividieren; es 
ist aber | 
Ln() Unl) = dan Sen Ay Ana den DICH E-UR-+1) 
() Zub) z () Anl) aa 
Man erkennt ohne weiteres, daß 
4 6, 0... 
B) ) 2n —1 In ie 
| aD: I m on—1 
5) 8 an — 1 ni 
2n+1 dn—1 nn +1) (n +1)? 
an en nn Tı-ı r HP ZU 
Ns 4 6 2n Br 
3 D Zn —1 
6 Sa 5m 
5 5 In —1 
2n In n? 





One 1..3n- Tr 


ist, wenn man den Zähler von /„ nach Elementen der letzten Zeile 
entwickelt. 


Nach b) erhalten wir somit 








ee ileei) „n MI 
n Fire kn Ey k=n 
Ten Fi—ı). H (in 1 1—1) [+1 —1] [HZ kn+1-—1)] 
| 1 
[a +1? —1]dm 
und 
: eek 1 
L „(-) Lan) == HE dan = ORTSERTST 


woraus sich für Z’„(x) als Normierungsfaktor Yin + 1? —1 ergibt. 
Wir bekommen daher allgemein als orthogonalnormierte Formen 
k=n 
in Hk (+ 1) — 1] 
£ EEE TER an 
I) = Yin +1? —1 Fe Fereaıy PESBeIT 





Arl®)- (n=1,2,...) 


ER RR 


Daraus berechnen sich die ersten 5 Linearformen zu folgenden 
Werten: 


L=yV2| —3 Ale) +2 Ay)| 

Lla=ViB|1 Aa Arte) + I Asfe)] 

Lo=y6|-SAd+ AM) At A| 

Do V 332 Ale) — 0 Ayla) + 2 Ast) 0 Aut) + I Aa) 


Wir haben jetzt Formeln für die Berechnung der Koeffizienten ni 


vi=00 


in den Linearformen Zy(@)= Zlniwı aufzustellen, da ihre direkte Be- 
=] 


rechnung aus den oben angeschriebenen A=Summen zu unbequem ist, 
Zunächst bestimmen wir uns die durch die Gleichungen 


(n) 1 1 1 ARE HERRR 

Orr Onı s IR - Cna * 3% + ... -- l- (m + 1)* Ki Y VEN j) 
definierten Größen C, welche von den / sich nur um einen für jedes 
L.„(x) konstanten Faktor %„ unterscheiden, wobei An—= y(n + 1)?—1 dan ist. 


| läßt sich in Determinantengestalt wie folgt schreiben: 








4 6 2n 2n+ti 

38 Zu ON et 

ENCEHE, ön  Bn-- | A 

f) Mo =|5 8 ann] 

karl 1 "Rn 

2.88 n® r+1%# | 
l l RE 
1 l l | 

=(n) an +1)! 5 


8°. I3n—13nt1—1 





l l l | 
| Ic ZRH op (n + 1)k+ı 





Te. 
Wir subtrahieren die letzte Kolonne von allen vorhandenen; 


allgemein BAT Ran = Pe) 
vp—L LI pen 
dagegen in der letzten Zeile 


1 1 re 
RE N) 2 Per 

















Setzen wir alles den Zeilen und Kolonnen bezw. Gemeinsame vor 
die Determinante, so folgt: I 




















ı ı 7 
3 d 2n —1 2 
(n) (rn!) (na + 1)!(an!) m —1) 1 1 1 1 
Tele v=n ib) 8 3n — 1 ® 
(n—1) („n+1-—1]1) 2 ä ET : 
v2 Ai=k i=k 
2 Sta ı 
SR 92+1 sich, . Pi; ni-+1 (n (n + 1)& 1)& ' 


Wir führen wieder einfachere Größen ein vermöge der Substitution 





Ton+i—) 


) Din = rn 1)! 


Okt, 





wodurch sich ergibt 


N De elenler 
| 


mit der unverändert gebliebenen Determinante. 





Dafür können wır schreiben, indem wir das Summenzeichen vor 
die Determinante bringen: 

















Be Le 

35 ° Mn—12 

A Ant EN 

n N: IR RL =, 

g) N Din = en? 6) ön—1l 3 
ST. 1 

Puma. 














EL 

, 5 2n—1 2 

(n1)B S H T 3 — ; 

. (m +12 ers 
j\e+1 5 
(r +1) = 

1 1 1 

YA ZAHI pirl 01. 


Zunächst transformieren wir die in der Summe auftretende De- 
terminante, welche wir mit 4%” bezeichnen. Durch Multiplikation 
der ‚ten Zeile mit +1) @=1,3...,n-1) und Subtraktion der vor- 
letzten Zeile von den darüberstehenden finden wir 















































allgemein: a a NE en 
len lim — 
(n — 2) na (n — 2) 0 
3m —1)5 (in — 1) &n—1)(n— 1) 
m—3) (n—3) (n —3) 
el ee)  8n —1)(n®— 1) 
am — n x = 
n! N n n n 
2n—1l 3n—1l n—l 
ii 1 | 1 
| YAHl JAH Br Hr 0 
1 1 1 
3 5 2n —1 
t 1 1 
(n — 2)! 5 = ön—1 
"LIE n-1) h 2 i 
n—l1— lin —1—1 m-—i—1 
2n —1 an —1 n?—1 
JAH ZA+1 ar; mir! 
1 1 1 
3 5 2n —1 
1 1 1 
(n — 2)! Ds 8 3n —1 
n! Iftn-1) hr ’ : 7 ’ 
n—Ii— Im—-Ii-1 m—i—l 
1 1 1 


or 37 Ei n* 














1 1 1 | 
3 5 2n—1l 
1 t 1 
5 8 3n—1 
1 l en 1 
Sn an] nn —1—1 
1 1 1 


Daraus folgt unter Berücksichtigung von f) 


N —— 


Nn-1 


v—=N 


(n Or saHr u 


(rn! (na—1) II (vn —]) 


V—) 


und unter Berücksichtigung von b) 








v=n—1l 
N) v—2 (n—1) (n—1) (n—1 ; (n —1) 
nn RT pe De no 


Transformieren wir jetzt die in g) außerhalb des Summenzeichens 
stehende Determinante, welche wir mit dn bezeichnen, so folgt durch 
Subtraktion der letzten Zeile von allen darüberstehenden nach Multi- 























plikation der »ter Zeile mit v—1 =1,2,...,n-1) 
allgemein: LT — - 
| vB 
1 1 1 
RT 3.5. n@n-ı) 
Ay, an. Ir ernENn 
2-5 38 n(3n—1) 
1 
ee Ä 3 RE ° - 
Re 1 ER 
2 (2n—1)3(3n—1) nin?—ı) 
Iieanasat 2. 
2 SR EN 
1 1 1 
ni 5 2n —1 
f 1 1 | e 
— m 9) E an— 1. — my Nn. 
1 1 1 
non a: n?®—1 


Eu N ee 


Setzt man die gefundenen Werte in g) ein, so folst 











1 1 A=k 
MERTIEL . (n—1) (n—1) 
h) Di+i ET (n 4 1)k+1 ee per, < (m +1)*(D% 15% D; )- 
Wir finden speziell für (0 

u 

35 ee] 

Se 

Mn) +15 8 ra 
ae As un 1 
Bu) n—1 


Subtraktion der letzten Kolonne von allen vorhergehenden ergibt, 
wie oben schon einmal allgemein durchgeführt wurde, 




















a ala 
an 1, 2n—1 2 
1 al an a ee 
3 Vet 
8 a 
ve (n!)* On eS- Nn 
or) et) 
v=1 v=1 
Daraus ergibt sich ohne weiteres 
1 
: (n) _ 
) A se sussap: 
Mit Hilfe dieses Resultates nımmt Ah) die endgültige Form an: 
k) Da I (n4+ 172-1 DD 
az ud 
A=k 


ne Sin] Dymo ea) 


-1 
Ferner ist 
ne yntl®—ıDM. (ara). 
Es bereitet jetzt auch keine Schwierigkeit independente Formeln 


für die D aufzustellen; z. B. wird 


2 P<- pteH) De + Di nn +1)Di)} 


6 


oder nach 2) 


1 1 
Mn). (n—1) 24 
D: aresilı oe: a) 
SE TEN 1 (u ER 
= a al (all ea 21) 


1 1 l 
ee nl alter 

















2! A) 2! | | 
Im en Be 31 | (n-E2i} Te 1)! 4! 
3! (n — 1)! rn —1)! 
Eee! 31 “* SE Ten 1)! n!  m-+ı)! (n — 2)! 
1 1 
ToFNeRFI Gr) ad 
Da DD —T ist, so hat man 


ee 
) Dr — 1 elle 3") 
@+D! 


Die höheren Rekursionsformeln gehen in independente Formeln 
mit mehrfachen Summen über, so daß die rekursive Form der Be- 
rechnung weniger numerische Arbeit erfordert als die independente Form. 


Wir geben hier einige numerische Werte für die D an: 




















Faktor Normierungs- 
x %, % 24 faktor: 
| 1 1 | 1 E 
in: Le) — 7 ee 16 y3 
1 7 4 163 5 
a Tee — 1996 2y2 
1 47 199 5197 Be 
Be Ta Bub 41472 Yes 
ee 463 55819 125458 | Pr: 
9) 190 7200 482000 25920000 2/6 
na 8, 187189 , 49161 pe 
sw 750 43200 2592000 51840000 y3 


2 


ER EEE 


Als nächstes Problem ist die Frage nach den Lösungsverhältnissen 
der Matrix zu erledigen. Im folgenden werden wir zeigen, daß reguläre 
homogene Lösungen nicht existieren können, d. h. daß 


k=00 
2 
Slnmil (n=1, 2, »».) 
k=1 


ausfällt. Für n=1 und n=2 lassen sich diese Beziehungen leicht 
nachweisen. In der Tat ist 


k=00 k=00(% 12.222 k=00 1 I 
1, la >y = rim PR | nn )- £, (nach Ü)) 


Gaza, 
k=00 k=00 v=k+1 TRIER N 
0 I% as mr B3 at al: Een 

















2 


Hierin erscheint wegen der Zerlegbarkeit von (k 1)? —1 ın 
(&-+-1)® und —1 jedes ja als Differenz von 2 Größen; wegen der 
absoluten Konvergenz der betrachteten Reihe können wir jeweils den 
Subtrahenden von /;g mit dem Minuenden von /;+1,2 zusammenfassen 
und erhalten: 


k=o00o 3 k=00 v=k-+1 Te Vs 
Su-(14,—1) +3 IE —. 

















2 a, (Ki? lesi, 9 2 
Be! el 
K r 2 J 
et. 2001 iR ee] 1 
ae El N ETye get (2 as 
k2(k 1)? — 51 R(k—1)% 
Re +hk—12 Er a 








Speziell ist SE )SZ 
Ne ER V,z v 
1 On et 
u 00 merin(,2 es ‚) 
3 k=00 1 
1,2 We 


andererseits ıst 




















A 
SEK 2 . 
= (1)? > MD MR TGHoR 
EB ( 
K=2 My T,S (k—1)! (k— 2)! 
k=00 1 k=00 1 
- en —1)1)2 
x kllk—1)! "x ((k-1)!) 
5 Sa 
——- 122 1 
ar’ eng 
Durch Einsetzen der Werte ergibt sich 
at 1171972, 1207 
ea Na er ee 


Um den Beweis jetzt allgemein zu führen, ziehen wir den auf 
Seite 12 zitierten Satz des Herrn Schmidt heran, wonach die Nicht- 
existenz homogener regulärer Lösungen sich durch das identische Ver- 
schwinden einer Linearform 











eu (2 rim Al) 
Qaı Ül22 ulm, A:(x) 
Omi Oma .ı (Imm Aml&) 
P(x) = lim ag en nn Er DI) De) 7a ee 
M=OO 1 (d&ıe Cım 
Osı O2 "+ Oam 
Omı Oma *** OImm 





für jede Linearform D(x) dokumentiert. Wir setzen für D(x) der 
Reihe nach &1,%s,--- und bezeichnen die entsprechenden Formen P(x) 
mit Pı(®), Pe(x), Ps(x)---, dann wird für unser Beispiel 














4 6 2m 
St 1% 2m—| Aıle) 
d5 i* 3m 
5 8 Sm 2(®) 
2m 3m m? 
Oom—1l3m—1l m—1 An ®) 
| 1 1 
DIESEL sl en 
P,(x) = lim PX" (x)= lim r w=1,2,...) 


und da die P,(&) nach dem Schmidtschen Satze beschränkte Linear- 
formen sind, haben ihre Faltungen Sinn und Bedeutung und es ist 




































































4 6 2m 1 
ee One 
6 9 am 1 
5 be) "3m—1 3-1 
2m IM m? 1 
2m—1 Bm —) m?—1 m! 
1 ! 1 
| nem! 
P,(-) Px()= lim P}”() P£”()=lim - @-+h) 
M=XO M=OO Nm (v,k=1,2,...) 
4 6 2m 1 
eo 2m 62} 
6 9 Im 1 
BITTE ee 
2m 3m m? 1 
Sm—l3m—1l  m:—1 m- 
1 1 SE 1 ' 
P,() P,()= lim pm.) PL.) Een Ra = mer 
Wir untersuchen jetzt die Determinante 
4 6 2m 1 
3 a 2 
6 9 IM l 
5 Beamte 
m) = .. ea = | w,‚k=2,3,..., 
2m 3m m? 1 
2m—1l3m—1  m’—1l mk-ı 
1 1 1 
I gi o 





m’ 1 

















1 1 1 
3 3 2m—1 2% 
1 1 1 
in, 8 3m—1l 3% 
= (m 1)? . . 
1 1 1 d 
2m—l3m—1 m?—1 m# 
1 1 1 
27 D% m” . 





Wir subtrahieren die vorletzte Kolonne von den vorhergehenden 
und erhalten analog dem Resultat auf Seite 735: 











Ar 4 1 a 2m—1 

3 5 om_1-1 > 
| a ei 1 1 3m—1 
gummi | 8 ©.) Am Se 
RR, pi BEE ı 1 1 m—1 

e: em mm 1-1 m: 

mi i=v—1l m? In A=rv—1 m? n 0 

Fer DAHLı, girl ER; (m—1)?+1 





Wir nehmen das Summenzeichen vor die Determinante und erhalten 





| 4 2 „12 Vom 
3 5 om 11.2 Som 
1, 020.00 
5 8 Sm 11 3 se 


(m)? (m — 2)! 




















n) = en 2 = ; . 
m’ II (pm—1) 1 1 1 1 m:—1 
dir 2m i3m— mm IT men 
1 1 1 
VERS 2 
ln L 1 2m—1 
3 5 2m —1—1,2 v2 
1. 00 0 a 
A=v—1 ) 8 mi 13 
+2 ER mr 
A=1 LO IN 1 1 m 
2m—l 3m—1 mm 1-1 mean 
| ea ee 2 A 0 0 


or Bar (mie 


RT N 


Zunächst transformieren wir die in der Summe auftretende De- 
terminante; sie zerfällt in die zwei Determinanten 





























en BT A 
3 5 a ae 
ur "3% 1 assl 
D 8 EA 
m 2 
1 1 | 1 Kr rt 
2m—l 3m—l mm—1—1 m m# 
1 1 1 
ga ga pn Oe) 
a au 1 engl 
3 5 | ug Zur 
1 en Y\. 1 er] 
:D, 8 EN En 
1 1 1 a 
2m—l 3m—l mm le 1 Mom 
1 1 1 
Br. 09 





wofür wir die leicht verständliche Bezeichnung 
m Erarı — Errı,anı 


einführen. Für Ei? können wir schreiben 

















Br SL RN! 

3 5 Im I 1 A 

IR REN 3 

Be] 5 8 Bm I—t 3 
Er, A= — 
Mm! 

m m m n L 

Een een BE mi! 

en en re) rg 





94 37 (m —1)? 


BB 


Subtrahieren wir die vorletzte Zeile von den darüberstehenden, so ergibt sich 









































1 1 i=k-2 gi 
’ 1 1 1 a ,, 
mn ea | 5 = Ver 
m!m! (pm --1) - 
p=2 1 1 el en 
2m—l—1 8m—i—1 (m 11 oa 
2m—l Sm—l mm ll 0 
2% 3% (m—1)* 
il 1 1 1 
3 5 2m — 1 er 
il db 1 ir 
Br (m — 2)! Sn i 5 ML a 7. BE a2 
m! mk-1 nah, i=0 1 if 1 1 
aa 2m—l—13m—1—1 m—1?—I mie 
1 1 1 
Yi—1 gr—1 (m ud 1) 0 
As 1 1 1 
3 5 meer 
2 1 i 1 
5 8 Sm ie Te 
1 1 1 ıl 
2m—1—1 3m 1-1 m ZI? ZU mean 
Bi ee i 0 
2% 3% (m — 1)* 
Mit Berücksichtigung von m) ergibt sich hieraus 
(m) 1 i=k2 . 
) Ena= mi am Gi, 21 — m Gin, 2): 
(m — 1) (m —1) m" II (pm—1) '=® 
»9=2 


Jetzt ist noch die in ») außerhalb des Summenzeichens stehende 
Determinante zu transformieren, welche mit EX” bezeichnet werden 


möge; wir finden 











2 a a Bl 

3 5 LTE 
2 3 Ne 1 3m —1 

(m) 1 5 8 3m —1—13 3m 

A — | 

2 B) Ein (ml 1 m’—1 

2m —1 3m —1 ee m em 

1 1 ... 1 ii 0 


Subtraktion der vorletzten Kolonne von allen vorhergehenden 
ergibt 
































a A re 
3 5 ger, 
RT, 1 3m—i 
en iimi 5 8 St 3% 
1 | Kl 1 m?—1 
ı2m—1 3m—1 mat mR 
= 1 Da 
3 5 eanllh 
Bed a 
— (m — 1)! m! 2 i FE 
1 un! 1 T 
2m —1 3m—1 ee m“ 
Be: RR 
d 5 ee Der Zee 
BEN AD MR 
nen a ern 
1 1 1 1 
2m—1l 3m—1 DEN EN 


Mit Berücksichtigung von f) folgt hieraus 


RN E OE N ul 
mn? \ mi} m—1)! m! 
) 








und mit Hilfe von f‘): 








p) N Nm-ı (| en Dim 
A =m-l ! BEZZTETE. 
(Im 1): m—1) lem) © 3 mei 
p=2 
Setzen wir 0) und p) in n) ein, so folgt: 
(m—1) (m-—1) 
ae a ee ee Une Kos (2 Ä a ) 
mi (m —1)% IE (pm —1) I (om —1) ”.. Au 
»=2 »=2 
AR =k-2 f , 
ae 12 mr aa m Gh, u)! 
A=v—l i=k—1 
— mie) 2 (mit! ee m’ GR, Yo)|| 


Hieraus ergibt sich mit Berücksichtigung von b): 


(m) (m-—1) Ne A=v—-1 i=k-2 (m— ie; 
Nm um UN m! (m — Eu met+k N 


A i=0 m— 
(m—1) Aa=v—] i=k1 (m—1) 
„ie miti+2 Gitı, au) (Imre Gir1,2 
A 





m— =1 i—0 m— 
—_ miHZrhAHlN): (giltig für y=y 3 \.2) 
m—ı 


Da für jedes m die rechte und linke Seite dieser Gleichung 
endlich bleiben, so können wir den Grenzübergang für m = oo vor- 


nehmen; da ferner für jedes k lim DY" ”—=0, so wird der erste Be- 
M=OO 


standteil der rechten Seite a fortiori gleich Null. Von der eckigen 
Klammer verschwinden alle Glieder, welche mit einer positiven Potenz 
von m dividiert sind; daher bleibt: allein übrig 











q) lım —— = lım (k,v=2, 3, ...) 
Nun ist aber 


u 


lim — lim (PL) PR) —1)= Pf) PA)—1. e-ın.8 


mM=0O N, m M=o 





Daher ist auch 
lim, PE®(.) P%®()—= lim P®(-) P®. w=2,3, +.) 


M=OO M=OO 


go 


Für v=1 hat man aber 








Era am 
3 5 2m —]1 
Üpepckdul 3m 
5 8 3m —]1l 
2m 3m m? N 
en Te 1 | 
1 1 . 1 1 
(m), pm) — 
PRO PL” Fr 
za ar 
D 5 2m —1 
Ki 3 RT 
5 8 3m —l1 
m! 
BEN | 
re Te en Me 
2m —1l1 53m—1 mL 
1 1 1 
p7 BE 





» 
Subtraktion der letzten Zeile von allen darüberstehenden ergibt 





ea I a a IHRE 
3 5: 2m—1 
m! IL u oe BE | 
PU)PO=y—.| 3 8 ml = 
1 il | 1 


Om—-1l 3m —1 m-ı 


Also ist 
P;(-) Pı() = lim PX.) P) = 0. 
s M=OO 
Damit ist aber gleichzeitig bewiesen, daß P,() P,(.)=0 w=33,:..), 
daß also für jedes » P,(x) identisch verschwindet; d. h. unser Orthogonal- 
system ist ein vollständiges und für jedes » ist 
k=00 
EN, 
k=1 
Unser System gehört dem mehrfach erwähnten Typus an, bei dem 
sich die Lösungen durch Grenzübergänge finden lassen. Analog wie bei 
dem 2. Beispiel zu Koetteritzsch, zu welchem unser System das 


BEER ur 


transponierte ist, läßt sich auch hier ohne Verwendung des Schmidt- 
schen Vollständigkeitssatzes zeigen, daß eine reguläre homogene Lösung 
verschwindet. Auch zur Bestimmung etwa vorhandener inhomogener 
Lösungen ist die ÖOrthogonalisierungsmethode entbehrlich und wurde 
hier nur des theoretischen Interesses halber durchgeführt. 


Als hinreichend und notwendig für die Existenz regulärer Lösungen 
ergibt sich die Forderung der Konvergenz von 


kn 
= Be 
2 n-—i . 
zero Ge 
Diese Bedingung schränkt, wie bereits erwähnt, die Freiheit der y 

in ungemein hohem Grade ein. %x-ı muß, als Funktion des Index be- 
trachtet, für jedes ganzzahlige % sich in eine nach Potenzen von % 
fallende Reihe entwickeln lassen und im Unendlichen regulär bleiben. 
Wählen wir yx als stetige Funktion von k, so können wir z. B. yr als 
rationale Funktion ansetzen, deren Nenner gewissen angebbaren Be- 
dingungen genügen muß und die im Unendlichen endlich bleibt. Der 
Beweis dieser Behauptung folgt aus der Partialbruchzerlegung der ratio- 
nalen Funktion. Um den Prozeß der Limesbetrachtungen zu ver- 
anschaulichen, wählen wir als yx die einfache Funktion 


„eat +e@tltrEtndE u... 


BP Fe R+ 1} 


wobei «, ß, y, Öd beliebige Zahlen, |e|<<1 ist. 





Dann wird 





= AMY 0, Yk—Aa= 
k=00 

2, = lim (k+1) [yr— a]=ß— as, 
k=00 


abe _ Mandl) re 
k+1 (k+1)? + &(k +1)? j 


et 


2, = lim (641% | = —ans 











ae yv—(P—uas)e d—|y— (f—as)e]e, 


ar +1? © &-- 0° Fe@ ee 


AR (k +1)? un ma mn =d—-y—-(P—asele; 


auf ar Weise fortfahrend erhält man, wenn man 
10--W-(B ae)eley--£ setzt, 


—=—le, I, — Ge, m——tE, 29 %tn = (— 1)" Ser. 
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Das ganze Verfahren ist natürlich nichts anderes als die Ent- 
wickelung von yr nach fallenden Potenzen von % mittels der Methode 
der unbestimmten Koeffizienten. 


Man überzeugt sich leicht, daß Lösungen nur dann existieren 


können, wenn höchstens eine endliche Zahl der Konstanten y gleich 
Null ist. 


Anmerkung: Beispiele dieser Art, in denen jede Zeile eine 
Potenzreihe ist, werden am ehesten hinsichtlich ihrer Lösbarkeit be- 
urteilt werden können, wenn man versucht, die y als Funktionen des 
Index in analoge Potenzreihen zu entwickeln. Man betrachte etwa das 
transzendente System des komplizierteren Typus 


% %-+ Gr. =. .l1, 
u +2. 4-4, +... -=—1, 


tn ts + =, 


(—1)®t! als Funktion von n läßt sich schreiben: — cos (nr); als 
homogene Lösung kann eine additive Kombination der Funktionen 
sın (ne), eo. (nr)-sin(nr), (ns)?sin(nrr), - -- hinzutreten. 


Wir wählen etwa für (—1)”T! den Wert: 
(—1jr+1— — cos (nrı) + sın (n re). 
Die allgemeine Gleichung des Systemes lautet dann: 


n2 71? n? 76? 





! 2 lie, re 
nn ur. =—1I+nn- 21 RETT 31 SE 
so daß eine der unendlich vielen Lösungen die folgende ist: 
| 7? 71? zur int 
ee 2 U, =, = ap REDE u) TAT PATE a lt 
zıin+2 nin+3 
%Ca m — AR ne rer 
ONE RT ze PEBE TE, 


C. Der transzendente Typus komplizierter Art. 


SE 
Ein Beispiel zu Appells Methode. 


Wegen der geringen Bedeutung dieser Methode wollen wir im 
folgenden kurz und ohne explizite Beweisangabe den Gang bei der 
Untersuchung eines Appellschen Gleichungssystems skizzieren. Die 
Methode beruht ganz ähnlich dem Verfahren in $ 8 auf der Herstellung 
von Rekursionsformeln für Determinanten. 


Wir wählen das System 
+2, +3’, 4 =%ı 


a) +20 +30 +. =Y, 

Daraus greifen wir das n=reihige quadratische Schema 
TE 
2 EN, 


1 Yan RER nn 
heraus und lösen das zugehörige Gleichungssystem mit n Gleichungen 
und % Unbekannten. Für die Nennerdeterminante _% finden wir leicht 
die Rekursionsformel 


A k=n—1 
b) In Be II (n? Tg k?) Zyı —N: (Zn = 1)! Anh 
k=0 


oder independent: 


c) IA,=n! I [2RA—1)!]. 


Wir bezeichnen, vom Vorzeichen abgesehen, mit 4% die zu dem 
in der Akten Zeile und ot” Kolonne stehenden Elemente gehörige Unter- 
determinante und gelangen zu der Rekursionsformel 


| (n-—-1) 1 2 
D 5) Nno4;, — 0A, - . 
FEes Ge Ze 





d) I =; 


Die Formel d) versagt für k—=1 und e=n. Wir erhalten durch 


analoge Sonderbetrachtungen: 


N 
# 


de) = (n—1)?(2r— 1-1) ((n—1)m_ na ae — mh 1). 
k=n-—1 

de) = R—N!] II [ER—1)!). 
R—=2 


Mit Hilfe dieser Formeln folgt durch Schlüsse von n auf n+1: 


en) —_ ep. 2 2 3 | 
F en e)!(n+e)! p=2 FREUE ME RE 2) (Ar-ı) Aylg«+- Arzedk-ı 


VERI <A <T: U < AK-3< AÄk- 12) 





Dabei möge der Akzent am Summenzeichen daran erinnern, daß 
die A niemals den Wert og annehmen dürfen. Speziell ist 





SD 
— 
| 
IT 
| 
dw 
=] 
[ 





| il 
Wer-Nz2 82. 2 SEREI BETTER 
p=2 (A) (As) .. (Ara) (Ari) Ada An-adr-ı 
1sAı<i2<..- <Ak-2<Ak-ıSn-) 


Daraus folgt in Übereinstimmung mit c) 


es) An! IT 2r—1)1 e nt IT ern 
| "1222...(n— 2) (n—1)? ER a 





Somit finden wir als Lösung des endlichen Gleichungssystems: 














k=n (n) 
G=L ee (0=1,2,...,n) 
BB n 
St (n}}? 1 
dr —1)etry.— ROSE EN 
k—1 en —e)!n+e)! A). Ben) EEE 
(e=1,2, ...,n-1) nn 
ya 
N 5 (a —1)1]? 1 
| m = 2 (-1pot2y, NS 21 
RE n(2n—1)! er oe Ge) HR. 


ee ae ı), 


Es sind jetzt im Einzelfall die y zu untersuchen, ob sie in f) den 
Übergang zur Grenze für n=x gestatten und die Resultate sind 
durch Einsetzen in System a) auf ihre Richtigkeit hin zu prüfen. Wir 


Te 


wollen zur Probe den trivialen Fall y,=%s= ---—=1 durchrechnen, 
der den Grenzübergang erlaubt. Zunächst erkennt man, daß 


N n!n! En 
no (n—e)!n+e)! 


ausfällt. Für e=1 liefert dann unsere Formel folgende Relation: 


1 





©] v=)—-14=00 1] v=/—-1 A=u-1l U=o0o 1 


nn Es oe... 
212772025 
vw=2 A/=r+l u=i-+l ve 3 


Mn ıE, v=00] 1 A=oo ii v=/A—-1 A=o0o 1 1 A=u—1l u=00 T: 
Sale +22 79 2 ar) #2 > 28 
Z Zu c _ A=3 u=?+1 





X 1  v=o0] v=-A-1A=00 1 v=i-1 A=u-1 u=oo 1 
(2) 2 er 2 ———) x > - mi 


v_3 Er ee yugt ae 


Durch Wiederholung dieses Verfahrens ergibt sich 


(1 2)(1 4). Sum Dana 


2 2 D 
"Tal eian 
TT 








Für o+1 haben wir: 





2 dei | ven A=CO | 


v—ı) 


Als Lösungssystem ergibt sich, wie es auch sein muß, 4 =1, 
I =4I m» 5 ei 


Zum Schlusse wollen wir noch die Rechnung für den Fall y, =1, 
Yyp=2, ..., Yrn=—N, ... durchführen. Zunächst bestimmen wir die 
Lösungen des a=reihigen Systems. Zu berechnen sind die Summen 


m 
(+1) DI(—- 1ER IT. DD — 1 E (15 /ı <ı ea 
- 2 ERET i 
Bere (alle Indices verschieden von £) 
k=1 (Ar)... (A) Akoı E 
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een = 
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Für diese Summe läßt sich schreiben 
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v»—2 A—2 A v—Y ji=1 PEN 4 
' ı ven | a1 in] ı De i=Nn 
mir " - Br a a ’ ” [2 
|  ’ ) (2 ee A=r+1 33 e) 
+ | 14 a -H , ’ den; a) 
Ta ea Veh 
) ' a en m Sr F 
Ba) ae Ber ‚ ‚ + 
1a 4 ee EUR 
1 )| i=n] v=i— /=en 1 
—I1—-., Bo wen Bess 
| 2° 1=3 AT v3 A=v+1 ver 
ee Ne ]) (n +1)? 
ER Re 2n(e® —1 


Für e=1 versagt diese Methode. Betrachtungen der ursprüng- 


lichen Zähler- und Nennerdeterminante führen zu dem Ergebnis, dab 


Fa] 2n—1 
ge a; 2n(n+1)' 





Man hat somit die Lösung: 


Grenzwerte für n = x: 


i| 2n—+1 aR 

2n(n +1) A 
US A (e je 
Kr ale 
n—1)!(n—2)! 

2(2n —1)! 
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Die existierenden Grenzwerte machen die Gleichungen a) zwar 
nicht konvergent, doch befriedigen sie dieselben im Sinne der „mittleren 
Konvergenz“. Wir unterlassen einen leicht zu führenden allgemeinen 
Beweis dieser Behauptung und zeigen ihre Richtigkeit an den beiden 
ersten Gleichungen. Versteher wir unter [a] den Mittelwert der oszil- 


a 
lierenden Reihe a —a-+a—a-+:-:— „>50 ist: 








1 0 Dee 1 
ee lt) 
1 I! 1 1 1 
+4 
1 1 1 
Ta Sl 
u See Te 
A en a 1) (e 0? 
= et 
0=2 
=1+ 2? —#’ +7... 
A oe 
=14+2— gB-BI+BIF- ) 
5 Le Ta Ha 
=142-7 +7 Bl=3—- 7 1, ze 
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Lebenslauf. 


| Ich, Emil Goldschmidt, geb. am 1. April 1888 zu Aschaffen- 
burg als Sohn des Kaufmanns Salomon Goldschmidt und seiner Ehefrau 
Sophie geb. Siegel, israelitischer Konfession, besuchte zu Aschaffenburg 
die Volksschule und das humanistische Gymnasium, welches ich im 
Jahre 1907 absolvierte. Hierauf bezog ich die Universität Würzburg, 
an der ich 2 Jahre lang Mathematik und allgemeine Philosophie studierte, 
and unterzog mich im Jahre 1909 dem ersten Abschnitt des bayerischen 
‚Lehramtsexamens für Mathematik und Physik. Nach einem ebenfalls 
mathematischen Studien gewidmeten in München verbrachten Semester 
kehrte ich im Sommer 1910 nach Würzburg zurück, um hier noch 
weitere 3 Semester zu studieren. Die vorliegende Bearbeitung der von 
der 2. Sektion der Philosophischen Fakultät für das Jahr 1910 ge- 
stellten Preisfrage wurde mit dem Preise gekrönt. Ich besuchte die 
‘Vorlesungen und Übungen der HH. Dozenten: Cantor, Hilb, Külpe, 
Prym, Pringsheim, Röntgen, Rost, Sommerfeld, Stählin, 
Voß, Tafel, v. Weber, Wien. Allen meinen Lehrern, besonders 
den Herren Hilb, Rost und v. Weber, fühle ich mich zu innigem 
Danke verpflichtet. 


| Die mündliche Prüfung fand am 19. Juli 1911 statt. 
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